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第 一 部 分 代数 理论 


第 一 章 “” 代 数 数 域 和 代数 整数 环 


$1 代数 数 域 


有 有理数 域 @@ 的 有 限 ( 次 ) 扩 域 区 叫 作 是 代数 数 域 ， 简 称 作 数 
域 ， 这 是 代 孝 数论 的 基本 症 究 对 象 . 如 果 扩 张 次 数 [ 区 :I 是， 
则 五 也 叫 作 是 ”次 ( 数 ) 域 。 由 于 有 限 扩张 必然 是 代数 扩张 ,所 以 
数 域 区 中 每 个 元 素 均 是 @@ 上 上 的 代数 元 素 ， 根 据 代数 基本 定理 
(附录 B, (18)) ,复数 域 忆 是 @@ 的 代数 封闭 扩 域 .从 而 数 域 区 中 
每 个 元 素 均 可 看 成 是 复数 ， 而 每 个 数 域 及 均 可 看 成 是 己 的 子 域 . 
如 果 到 己 民 ( 民 表示 实数 域 )， 则 称 为 实 域 ， 否则 称 玉 为 虚 域 ， 
元 素 wEECG 如 果 是 办 上 前 代数 元 素 ( 即 存在 ,FoE@@[mq,deg f(z) 
> 了 使 得 .fa 一 0)， 我 们 称 a 为 代数 数 ， 否 则 便 叫 作 是 超越 数 ， 
所 有 代数 数 全 体 构成 域 2, 叫 作 是 全 的 代数 闭 包 ， 事 实 上 每 个 数 
域 均 是 吕 的 子 域 ， 而 已 是 大 于 @ 的 换 句 话说 ， 超越 数 是 存在 
的 .例如 , 可 以 证 明王 和 e 均 是 超越 数 , 并 且 超 越 数 比 代数 数 还 到 
多 (习题 1). 

关于 域 的 代数 扩张 的 一 般 事实 请 参见 附录 B, III， 在 这 一 节 
里 , 我 们 就 数 域 的 情形 再 作 一 些 补充 . 


1.1 单 扩张 定理 
设 L/ 尺 是 数 域 的 扩张 4( 即 忌 和 关 均 是 数 域 并 且 到 己 四 .由 
于 扩张 5/@ 和 区/@ 均 是 有 限 的 , 从 而 /KR 也 是 有 限 扩 张 ， 令 
扩张 次 数 为 [ 工 : 下 1=%w， 而 ou -…，ws 是 向 量 空 间 荆 的 ~ 组 多- 
基 , 则 了 中 每 个 元 素 均 可 了 唯 一 地 与 为 
kw tt kn, bi. 


特别 地 有 荆 = 玉 (ox cs … ma)， 即 也 /下 是 有 限 生成 扩张 .我 
们 现在 要 进一步 证 明 

定理 1 每 个 数 焉 扩 张 D/K 均 基 单 扩 张 ， 邮 存在 YE 使 
得 = 玉 (7). 

证 明 我 们 只 要 对 了 虐 = 久 《a, B) 的 情形 证 明定 理 即 可 ， 因 为 
一 般 情形 荆 = 下 (wy，--:，cow) 可 由 此 对 nw 归纳 证 得 ， 现 设 卫 = 
(a, 局, 令 f(z)，g(%) EK[2j 分 别 是 元 素 g 和 BB 在 下 上 的 极 
小 多 项 式 , 它们 在 人 [2] 中 分 解 为 


/C0) =H@ 0), go) =HI(e BD, om, BEC. 


其 中 w=dog f, m 一 deg 9.， 不 妨 设 z= 二 mr，B 二 B， 由 于 次 ) 和 
9(2) 均 是 区 [w1 中 不 可 约 多 项 式 ， 从 而 它们 均 无 重 根 ， 踊 ow 
(on) 两 两 相 异 而 BILE<7EYm) 也 两 两 相 异 ， 现在 于 有 限 集 


合 


{oon)/ (Bs— BN ll<L Sm, 1 SSj<n} 

之 外 取 一 个 有 理 数 e， 不 难看 出 mm 个 复数 a 十 cB; 两 两 相 异 . 令 
7 一 QQ 十 6B1=acB.， 则 多 项 式 有 (zw) 一 f(y 一 cz) 属于 KK(y) [zw]， 
hh(B1) 一 0, 而 Ba -…，Bn 均 不 为 h(w) 的 根 , 于 是 在 CTz] 中 (x)， 
9(w)) 一 4 一 Bl， 注 意 域 上 两 个 名 项 式 的 晤 大公 因 子 可 以 用 思 转 相 
除法 求 得 , 而 这 个 过 程 在 及 (7) [ 轨 中 和 各 [z] 中 都 是 一 样 的 ， 因 
此 在 到) [zj] 中 也 有 (2)，g(2))=z 一 BL， 特 别 地 2 一 BE 
(7)[z]， 这 就 表明 B86=B1EK (y), 于 是 m=y-o8EK (y). 
从 而 下 (oa 局 刁 及 (). 另 一 方面 由 于 y=a-+6B8, 6eEK， 从 而 
玉 (7) 呈 KK (wm, B) 显 然 成 立 . 这 谣 证 明了 K(g，B) 一 (y), 从 而 
也 证 明了 定理 1, | 


1.2 数 域 的 嵌入 

设 LY 天 是 数 域 的 扩张 .正如 附录 B, ITI 中 所 述 ， 每 个 域 的 
单 同 态 0: 了 3C 均 叫 作 工 在 C 中 的 一 个 嵌入 ， 如 果 o 在 玉 上 艇 
限制 olx 是 开 五 上 的 伍 等 自 同 构 ( 即 对 每 个 EK 均 有 oh) 一 


有 ), 则 称 a 是 K- 赔 入， 利用 上 面 的 单 扩 张 定理 我 们 可 以 证 明 . 工 
恰好 有 [ 厂 : 五 ] 个 天- 暴 入 .事实 上 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 更 为 一 般 
的 结论 : 
定理 2 设 了 玉 荐 数 域 的 扩张 . 世 : 玉 ] 一 2， 则 每 个 符 入 
0; 尺 ->C 均 可 以 %w 种 不 同 的 方法 扩充 到 工 上 ， 换 旬 话 说 , 恰好 存 
. 在 4 个 不 同 的 赔 入 zw 荆 >C(1<i6<%) ,使 得 zx=o. 
证 明 ” 贝 单 扩张 定理 我 们 可 以 令 卫 一 下 (7)。 命 了 Ge) 一 co 十 
O40 十 … 十 pda orE 站 [go 是 7 在 下 上 的 极 小 多 项 式 , 则 deg 了 
一 % 而 五 中 元 素 均 可 唯一 地 表示 成 
4 一 和 十 机 ?十 … 十 有 iT， KEK. 
(附录 B，(12) 及 其 注 记 ). 设 z 五 >E 是 一 个 最 入 并 且 了 jx=c， 
则 Yo 一 of(ko 二 az) 十 … 二 Ia)rG)L 从 而 + 由 它 
在 7 上 的 值 所 完全 决定 。 考虑 多 项 式 
of (Wt) =a(co0) to(oD st to ) 0 1 EG(R) [ry]. 
由 于 oo: 五 一 ct 下 ) 是 域 的 同 构 ， 不 难看 出 of 是 ol(K)[z] 中 的 
次 不 可 约 多 项 式 ， 从 而 它 有 % 个 不 同 的 复 根 py, …, p.， 由 于 
of (7 (7)) =0 (60) to TF to D7) I=) = 
0, 这 就 表明 7(7) 必 为 某 个 pi. 从 而 0 到 工 上 的 扩充 至 多 有 % 个 ， 
0 ols<m), 作 映射 
i LEC, TilKothkyti th ry” 1) | 
—0o(ko) +o WR) prt t+ ok a) pe, 
易 验 证 这 是 域 的 同 态 ， 设 ho 十 名 7 十 … 十 L171E Ker wi ( 同 态 
的 核 ), 则 a (ko) + pi 十 … 十 0 bk) pt"T 一 0， 从 而 
of (w) |o (ko) to (2) z+ to (kat) oo 
于 是 je) jho 十 嫩 % 十 … 十 如 -x29-《 为 什么 ?)， 但 是 fz) 为 六 [x] 
中 % 次 不 可 约 多 项 式 ， 所 以 只 能 是 如 = 厂 二 … 一 如 .1 一 0。 这 就 表 
明 Ker t=(0)， 邵 亏 是 脱 入 ， 叉 显然 韦 |s=o 并 和 且 吉 (7) 二 pi 
而 ms ,是 两 两 相 异 的 ， 从 而 z(I<o<n) 是 0 到 工 上 的 %n 
个 不 同 的 扩充 ， 这 就 证 明了 定理 2. 是 
在 定理 2 中 特别 取 c 为 域 玉 的 恒 等 自 间 构 ,我 们 就 得 到 
一 Bo—.: 


系 ”每 个 数 域 扩 张 了 / 开 均 愉 好 有 [ 工 :下 ] 个 从 工 到 CC 的 玉 - 
聘 入 . 

设 工 =K(7), fm)EK[z1 是 y 在 K 上 的 极 小 多 项 式 . 
degf 一 n=[L:Kj. 令 y(lEi<mD) 是 了 的 nn 个 不 同 的 根 ( 其 中 有 
一 个 为 7)， 它 们 即 是 > 的 全 部 环 - 共 加 元 素 ( 附 录 B，IID. 根 
据 定理 2 的 证 明 , 可 知 5: L=KGO)SK(ODEEC, Ti() = 
(Low 就 是 工 的 全 部 个 翌 入 , 从 而 玉 Cy) (1<i<m) 《它们 不 
必 人 不 同 ) 就 是 一 的 全 部 下 - 共 纯 域 ， 当 Ky 一 LCi<n) 即 工 
为 玉 - 自 共 罗 域 的 时 候 , 工 /KK 即 为 匣 罗 华 扩 张 ( 或 者 叫 正规 扩张 )， 
这 也 等 价 于 说 ，7:EL(1<o<n)。 这 时 ， 每 个 五 -嵌入 zw >C 
均 是 域 工 的 玉 ~- 自 同 构 。 从 而 俩 罗 华 群 Gal (DD/K) = {zi ra …， 
zy、 而 对 于 一 般 的 情形 , 由 于 玉 (yy yw …, ?是 (四 在 互 上 
的 分 裂 域 ， 从 而 区 (Yi,，…, 7s)/ 民 是 曙 罗 华 扩张 (附录 BB, ITEL 
(15)). 并 且 不 难看 出 下 (ys, Y2,…,7w) 是 到 的 包含 工 的 最 小 仙 
罗 华 扩张 . 称 区 (y1,…, ?yo) 为 扩张 5/K 的 正规 闭 包 . 

如 果 攻 =Q@， 即 荆 是 n 一 [ 荆 :G0 次 数 域 ， 工 = 尺 (y). 令 f(z) 
< 全 BE 是 ?在 四 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 存在 恰好 m 个 域 的 代入 ru 
了 一 全 人) 信和 (ECE， 使 得 mw) 一 Cs<5<， 其 中 yd 
和 中 是 fo) 的 ”个 不 辣 前 根 (注意 ， 数 域 的 做 入 必 为 人 @- 嵌 入 ! )。 
不 妨 设 前 多 个 是 实 根 而 后 7s 对 是 虚 根 , 即 

MER eon), 
Tray 7ran+i 人 条 民 (I<j< 73，41 十 29"3 一 多) 

于 是 王 的 前 六 个 共 斩 域 @@(?790 为 实 域 ， 我 们 称 这 和 个 嵌入 荆 
一 民 \7) 仿 四 (670 SR 为 实 嵌 入 ， 而 后 ra 对 共 因 域 为 虚 域 ,并且 
{yn = (ynsrnp?)) 和 FR (i177s)， 称 这 Ya 对 嵌入 到 (位 十 荆 
ism 为 复 鳞 入， 并 且 称 my 和 wstnry 是 彼此 共 罗 的 帜 入 ， 记 为 
T= Tn jn). 

例 4 每 个 二 次 ( 数 ) 域 均 可 唯一 地 表示 成 Q@(Vd), 其 中 @ 
为 无 平方 因子 整数 (习题 2、 当 d>0 时 这 是 实 域 称 作 是 实 二 次 
域 ， 而 当 4<0 时 Q@(MV a) 是 虚 域 ， 称 作 是 虚 二 次 城 ， 由 于 


@(V 四 /Q 必然 是 其 罗 华 扩张 ， 可 知 对 于 实 二 次 域 入 =2，ro 一 
0, 而 对 于 内 二 次 域 几 = 0, 72 一 1，B(Y3)/Q 的 伽 罗 华 群 为 从 = 
{T, o}, 其 中 工 表示 和 便 等 自 同 构 , 而 cl@t+bV 6) 一 5 一 DA (w， 
bEQ), 即将 Q(Y 5 ) 中 每 个 元 素 sc 二 5 a 映 成 它 的 共 罗 元 素 
& 一 BM .有 时 也 将 oa 称 作 是 二 次 域 Q(MVG) 的 共 思 自 同村 . 

例 2 分 贺 域 QC(Cp), 其 中 Lo 一 ez 是 天 次 本 原单 位 根 ， 
而 2 为 素数 , mn 之 1， 以 下 简 记 =Lm， 易 知 是 多 项 式 

f (8) 一 ze Ll 
= ”1)/ (2 —1) ETIY] 
的 根 ， 我 们 现在 证 明了 f(z) 是 @[z] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 为 此 令 
gr) = FoI = op pes 10r + 十 010 二 C0E Z[w]. 
由 于 
9 EE odp), 
从 而 ple: Was 一 ?一 1) -进而 co 一 80) 一 (1) 一 p， 于 是 
p24oo. 所 以 自卫 isonstcin 判别 准则 (附录 B, (TD7) 可 知 g( 四 是 @@[z] 
中 不 可 约 多 项 式 ， 从 而 fo) 也 是 如 此 这 就 表明 了 (四 是 5 在 人 @ 
上 的 极 小 多 项 式 .并 且 [Q(Eyw) :Q] =deg = 名 一 or 的 全 部 共 
罗 元 素 ( 即 了 (%) 的 全 部 根 ) 显 然 是 人 (<o<PP，pt 们 ( 即 为 <” 一 1 
之 根 但 不 为 zz 一 工 之 根 者 ), 它们 均 属 于 个)， 从 而 @(C)/ 国 是 
伽 罗 华 扩张 令 osg Gal 四 全 /四 )， 使 得 of 一 总 GL<5 和 入 一 
1, 于 的 ， 则 
oot) =0(t) at)! = = oy(t). 
这 就 表明 OT Oy. 作 映 射 
x: Gal (QE /D> ZL/pZ)Y, x (oy =%, 

其 中 (Z/pn 避 表示 环 Z/UzrZ 的 单位 (乘法 ) 群 ， 而 + 表示 剩余 类 
blmody7)， 由 上 述 不 难看 出 x 是 群 的 同 构 ， 但 是 当 p 之 3 时， 从 
初等 数论 我 们 知道 , 乘法 群 (Z/pZ)” 是 由 模 姑 的 某 个 原 根 9 生成 
的 天 一 玉江 阶 循环 群 。 从 而 伽 罗 华 群 Gal(@(Eo)VQ) 当 23>3 时 
是 姑 一 入 工 阶 循环 群 , 生成 元 为 ov。 


一 了 一 : 


当 之 3 了 时， 多 (Ts 入 2 均 不 为 实数 ， 从 而 对 于 分 融 
域 Q(x) Gr>> 9 我 人 有 =0, 六 -于 (和 -区 


例 8 纯 三 次 域 @(v/ 2)， 元 素 V2 在 四 上 的 极 小 多 项 式 
为 思 --2， 于 是 s/3 的 共 堪 元 素 为 V2，M2w 和 入 3 w， 黄 
中 心 一 Ls， 由 此 可 见 @@(sW 了)/@ 不 是 期 罗 华 扩张 , 其 正规 闭 包 为 
M~-Q(V3, V23w, V2o 一 四 (V23,o). 不 难 算出 [NM:;Q] 
一 6 而 [@(V3):@] 8， 并 且 对 于 域 @(Y 23 有福 一 和 一 | 


1.3 范 与 迹 

设 L/K 为 数 域 扩 张 ,， [LL:K]=n, 9 L—>C(U<i<mD 是 了 
的 ww 个- 撕 入 ， 对 于 a€E 工 定义 

Wan 1 oi(®), Tux Co) =Y a0). 

分 别称 作 是 元 素 a€ 荆 对 于 扩张 D/K 的 范 和 迹 。 从 定义 可 知 
Ar 和 了 zz 有 如 下 简单 性 质 : 

(a) 对 于 &, BEL, NyxlmB) = Ni (oNrr (BB), Tir ot 
BB) =I (0 tT (AB); 

(b) 对 于 a€ K, Nevr (om) =o, Toin (a) —ne, 其 中 = {LI: 
大 ]. 
下 面 定 更 3 给 出 范 和 迹 的 一 种 计算 方法 . 

定理 3 设 上 /K 为 数 域 扩 张 ,， [LL:K]=n, a€E LL, f(2) 一 和 
一 Ou 二 -十 (一 了 "omE 民 [w] 是 a 在 民 上 的 极 小 多 项 式 ，m 
=[K (0):Kl, 风 : 

Nzrr 0) =0%", Tr (0 = 六 oO 
证 册 设 由 =o 62,…, om 是 了 f(z) 的 mr 个 根 ， 白 定义 知 
了 oo (0) 一 对 十 as 十 十 om 一 0 
友 xoyzta) 一 aaaa am 一 cn， 
根据 定理 2 每 个 下 -所 入 1， 尺 (@)->Cwle) 一 04) 均 可 扩充 
成 [ 荆 :下 ,一 ym 个 拉 入 os，JL CU<j<mm)， 不 难看 出 
We 


{col1 呈 < tsj<m/m} 是 彼此 不 同 的 ， 从 而 构成 卫 到 @ 的 全 
部 玉 - 伐 入 ， 于 是 


振 ”nf 区 DE An wm ft 
Nzir Co)=]T Toyo)=I[ HH woe) =IIlo 
t=1 生 1 t=1 j=1 1=1 j=1 
一 ad Or wm 一 0 
mT Rm PD fT HT 
Tir(0o) = > 之 ou(0) = 这 TR) — Do 
二 1 拉 t=1 i=1 4=1 j=1 
—n/m(ot .+om) ~ -01. EB 


注 记 从 定理 3 特别 得 到 ， 对 于 每 个 wE 卫 ，Wazrko) 和 
Tir(a) 都 是 K 中 的 元 素 ， 再 由 性 质 (a) 和 (他) 可 知 Tix: I>K 
基 如 法 群 同 态 , 而 广 zvr: Lx*->KK* 是 乘法 群 同 态 ， 这 里 Y= 了 一 
{0}. 

定理 和 传递 公式 ) 设 L/ 肛 ， 肛 /KK 均 是 数 域 扩 张 ，xE 也 ， 
则 

Nir(lo) —BN yr (Niza (&) J Tx (ca) —T yr( Tr (a)). 

和 证明 令 n=[D:M]， m==[M:KI.， cl …， Gs 为 上 到 CC 
中 个 不 同 的 于 -要 入 ，,…，zm 为 于 到 人 中 个 不 同 的 长 - 
嵌入 .了 到 8 为 扩张 ZV/ 玖 的 正规 闭 包 . 令 co 十分 别 为 ot 和 5; 到 
驴 上 的 一 个 扩充 (定理 2)， 它 们 都 是 策 罗 华 群 Gal(S/K) 中 的 元 
素 ， 从 而 (TJ00) .51<6<n, 1<I<<m) 均 是 工 到 C 中 的 扩 - 杠 入 ， 
我 们 现在 证 明 这 "rm 个 五- 嵌入 彼此 不 同 , 如 果 i 六 了 ， 则 存在 bE 
型 ,使 得 zi 和 基 rr 的、 于 是 

《za |z(C5) 一 ?0e(B) 一 Fit(D) 一 3) 
rb) TB) = (Fror) [10). 
这 就 天 明 当 jz 了 7 时 (Yo jzzx(zycr)jz 如 果 j= 闻 但 是 6 
则 存在 eE 工 , 使 得 ci(e) 到 oy(e)， 于 是 
(50°) [C0) =T3(0(0)) #7Ts(0w(0)) = (Tor) |z(0). 

从 而 当中 社 时 ， (Tj0) [i (Tie) {i. 因此 (ty0%) [Rien, Le 
j 忆 w) 就 是 五 到 全 中 的 全 部 m2 一 [L;:K1] 个 天 - 伐 入 、 从 而 对 于 
每 个 aE 七， 


Nsxlo)—= I 开 (Yo | zs(0) -及 (二 za) 


1a1em1sis 


= 1 TNey(0)) = Nyx (Nx 0) ). 
对 于 迹 可 以 类 似 地 证 昭 . [| 


1. 元 来 的 判别 式 
设 L/EK 是 数 域 的 nm 次 扩张 , 03,…, as 是 五 到 蕊 的 nm 个 五 - 
嵌入 。 co …, % 为 工 中 任意 nm 个 元 素 ， 定义 


dpsr (on, A On) 9 | AD 1<isn 
1 


《| | 表示 方 阵 的 行列 式 )， 称 作 是 元 素 {foa，…， 叫 对 于 扩张 L/& 
的 判别 式 ( 从 定义 不 难看 出 ， 这 个 判别 式 与 元 o，…，o 的 次 序 
是 无 关 的 )、 下 面 引 理 表明 它 是 五 中 的 元 素 . 

引 理 王 dzrgkaa 1 0%) = | APrr oes))| 

证 明 


2 


giCon) 1 On C0) 


| oit 0), *"", Ol (on) 


左边 = 


Gi(0%), ~ Tn) 


= [@3 oo))] 一 右边 目 
判别 式 的 第 一 个 应 用 蚌 它 可 用 来 兹 别 工 中 % 个 元 素 中，…， 
om 是 否 为 向 量 空间 工 的 一 组 玉 -- 基 ， 
引 理 2 dr/r (oe, ny po ) 夫人 站 4 ， wb x 是 所 -线性 无 关 的 . 
证 明 一， 如 果 m, …， mm 是 区 -线性 相关 的 , 即 存在 不 全 为 
零 的 器 ,…, EK, 使 得 和 ay 十 … 十 ko 二 0、 于 是 
ioi(od) 十 十 有 aifo — oRiot tm) =0 (Leisen), 
这 表明 %% 阶 方 阵 (ostay)) 的 诸 列 是 下 -线性 相关 的 , 从 而 brkea 
一 | oa) 一 0， 
千 ; 如 果 dzir(o, 0 On) = 一 0， 册 | (Tyr (ou0s) )]| 一 0 (3 引 理 
1)， 从 而 方 阵 CZEyxlowo)) 的 ww 个 行 及，…， 有 R, 是 五 -线性 相关 
的 , 其 中 B==(Toys (oun), Traits 于 是 有 不 
一 10 -— 


小 于 


> 国 必 > 


全 为 零 的 hb, 7 ,EE KEK, 使 得 KR ER,~=0. 如 果 DLL， 
om 是 攻 - 线 人 性 无 关 的 , 则 =on 十 … 十 ow 天 0, 而 人 zz(oo 站 一 0， 
因为 它 是 向 量 自生 十 … 十 丸 人 一 0 中 的 第 j 个 元 素 (1 志 I 所 %)， 由 
于 当 ox, …,mm 羡 -线性 无 关 时 ， 它 们 形成 向 量 空间 五 的 一 :组 下 ~ 
基 . 因此 对 于 任何 BE 卫 均 有 了 zx(aB) 一 0. 特 别 取 有 = 一 wx-1( 注 意 
0 关 0), 则 我 们 有 0 一 和 pygkaa 7!) 一 Twyg(D = [五 :天 0、 这 一 矛 
盾 表 明 om， …, mm 是 下 -线性 相关 的 ， | 
引 理 3 设 工 =K(g), [I:KK] 一 n, f(w) 是 m 在 民 上 的 极 小 
多 项 式 , ou 一 a, 099, …, ow 为 了 C2) 的 n 个 复 根 , 则 
Gur, ,ot TE (or—~o)’ 


iercscnt 


(DF WoCf’'(0)). 
证 明 上 式 左边 一 | Sos) span , . 本 | (of ssen, | 
而 后 一 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 ， 从 而 可 知 原 式 左边 等 于 
1 (or 一 0s)”，。 进而 ，(ar 一 68)? 一 一 《0 一 os)(o% 一 or)， 而 满足 
1<r<s<n 的 (r,s) 共 有 二 n(n 一 耻 对 ， 于 是 


Hao) ("ms TI (一 由) 


er 噬 玉 天 村 与 铬 


和 =-(-D"e-22 工 I {ovr 一 om)， 
但 是 7(o) 一 (一 (一 o…(z 一 中 )， 有 从 而 六 oo)= 直 他 -oo)， 
于 是 寺中 六 
,I om) ("na Hf Ce) 
一 人 一 1 DN ef (om). 
注 记 对 于 荆 中 任意 元 素 @, 令 dL/k()=dzx (li,a, ,07)， 
nm 一 [ 工 : 区 ]， 称 作 是 工 中 元 素 a 对 于 扩张 L/EK 的 判 别 式 、 从 引 
理 2 和 引 理 8 不 难看 出 ，Gzzta) 天 0431, oo ol 是 疼 - 线 性 
无 关 的 今 L= 区 (ww). 当 一 @ 时 ,我 们 把 drne(a) 也 简写 作 zfa)。 


- 鲍 考 号 分 圆 域 五 = 四 (oo 一 2 为 衣 素 数 , mw 之 1. 令 
sg 一 和 一 人- 我 们 已 经 知道 卫 是 s 次 域 ，@ 在 人 上 揭 极 小 多 项 式 
为 fiw) 二 ne a 一 0 局 Eo + 十 
于 是 
(2 —1)f (2) = 2 —1, 
"If Tt fm) = Po, 
因此 六 Sn te 一 二 ))， 于 是 由 引 理 3 可 知 
do) = 1" DN CN NGN —1)) 
其 中 要 = 和 ole. 易 知 N(2) 一 2, NG) 一 和 or 及 (er 
PE Pk 
1.， 璋 下 上 只 需 计算 入 (wr 一 +4)， 令 5=wo” 一 9 ， 则 6 在 食 
上 的 极 小 多 项 式 为 9(2) 一 -Fe 十 … 十 + 了 从 而 5 一 1 在 全 
上 的 极 小 多 项 式 为 g(% 圭 1) 一 489 十 … 十 p， 令 开 一 Q(2), 则 [MM: 
人 QQ] =p 一 1, 于 是 [ 工 :以 ] =s/(p 一 了 0 一 gr +， 从 而 
Ne(t—D) = Naat Niu —1)) = Nalt —1)°™ 
A 
从 而 最 后 得 到 
dim = 1 dap /pr /ap ng 
请 读 考验 证, 当 p 一 2 时 这 个 公式 仍然 成 立 . 


1.5 单位 根 

数 域 天 中 的 习 法 有 限 阶 元 素 岂 0 叮 作 是 区 K 中 的 单位 根 , 
如 果 t==1, 则 称 包 为 zz 次 单位 根 . 如果 包 的 乘法 阶 数 恰 好 是 名 ， 
若 m% 是 满足 w"=1 的 最 小 正 整 数 , 则 称 ww 是 呈 次 本 原单 位 根 ， 数 
域 及 中 的 单位 根 全 体 丈 z 显然 形成 乘法 群 ， 称 作 是 数 域 天 的 单 
位 根 群 ， 我 们 现在 要 证 明 下 xz 是 有 限 循环 群 ， 首先 证 明 

引 理 4 Wx 是 有 限 群 . 

证 明 设 名 是 数 域 五 中 的 mw 次 单位 根 , 邻 f(z) 一 2 二 010” 
二 +… 十 cm 是 w 在 加 上 的 极 小 多 项 式 ，f(%) 的 全 部 根 为 二 wi， 
Wa, ,Wn。 由 于 w" 二 1 从 而 fw) | 必 一 1 .于 是 w 的 每 个 共 施 元 

一 声 一 


素 也 均 满 足 好 = 二 即 w 均 是 次 单位 根 ， 于 是 jj =IT<5< 
和 go)。 由 书 达 定理 可 知 led <( ,ji<si<ro)。 另 一 方面 ,je) 是 
洲 一 1 的 首 1( 即 最 高 项 系数 为 二 的 多 项 式 因 子 ， 由 此 不 难 证 了 明 
JE 之 [z]， 即 系数 o 均 为 有 理 整 数 ， 进而 , 由 于 wE 尺 ， 可 知 
m=degf 一 [Q@(w):Q@]<[K:Q@].， 但 是 次 数 <[ 玉 :Q] 而 有 理 整 
系数 又 有 界 |el<(”)<(“) (1<6<m) 的 多 项 式 f(z) 
只 有 有 限 多 个 ， 从 而 它们 的 根 也 只 有 有 限 多 个 ， 这 就 表明 每 个 数 
域 素 中 均 只 有 有 限 多 个 单位 条, 即 酚 x 是 有 限 群 . | 

引 理 5 任意 域 中 的 有 限 乘法 群 均 是 循环 群 . 

证 明 设 酚 是 域 素 中 的 有 限 滋 法 群 。 令 | 本 | =m。 当 mw=1 
时 引 理 显然 正确 车 %>2, 令 % 一 pP 殉 和， 其 中 mr …, 是 
不 同 的 素数 , % 之 1， 由 于 玉 是 乘法 Abel 群 ， 根 据 有 限 Abel 群 
的 结构 定理 (附录 B, (DD), 邢 一 TVX 到 sx… x 到 ,( 直 积 ), 其 路 
是 环 的 pr' 阶 Sylow 子 群 (I<i<s}， 于 是 全 ,中 每 个 元 素 @ 均 
满足 ozz 一 二 但 是 在 域 玉 中 多 项 式 2x" 一 1 至 多 有 8 个 根 , 从 
而 在 TW; 中 满足 吧 ”“= 工 的 元 素 > 也 至 多 有 史 汪 个 . 这 就 表明 有 本， 
中 存在 租 ' 阶 元 素 as<5<9)、 由 于 从，…， 呈 "两 两 互 素 , 因此 
下 中 元 素 ww 一 wwa…ews 的 阶 为 季 :… 和 7 一 = 一 | 五 |， 这 就 表明 姥 
是 循环 群 . i 

从 以 上 两 个 引 理 立刻 得 出 

定理 多 数 域 及 中 的 单位 根 群 Vx 是 有 限 循环 群 。 

通常 以 wx 表示 玉 中 单位 群 WE 的 阶 . 

例 1 如 果 为 实 域 , 则 Wz={ 土 上 ,wx 一 2 

例 2 设 下 ~@(M 一 Q) 为 虚 二 次 域 ，4d 为 无 平方 因子 的 正 
整数 ， 则 当 d 一 41 时, Wx={ 土 1, 士 V 一 们 , wx= 名 当 d=8 时 ， 
Wr={+L, 土 W, 二 w); -om 二 (-1+ V3), wx 一 人 而 


当 d>3 时 , 环 z= 一 { 士 1}，Wwr 一 2， 这 是 因为: 如 果 uvE 下 并且 
有 因子 下， 则 玉 导 BQ@(&w) 导 Q(Corn)， 从 而 2=[K:Q] 之 [QC): 


Q]> [QC :@@] =p" 1(p 一 人 从 而 当 pg"-1(p 一 >8 时 , 区 
中 不 可 能 包含 6, 于 是 也 就 不 能 包含 任何 w% 次 本 原单 位 根 。 所 以 
能 够 在 虚 二 次 域 K 中 的 只 能 是 6 次 和 3 次 本 原单 位 根 ( 即 上 面 的 
十 和 士 o?, 此 时 区 一 Q@(V 一 引 ),4 次 本 原单 位 根 ( 即 土 ~V 一 ] 
此 时 及 =Q(M/ 二 了)) 和 土 1 

对 于 每 个 正 整数 mn, 5,=e*" ”是 w 次 本 原单 位 根 , 而 LC*(1< 
<%，(%, mn) 一 了 就 是 全 部 ww 次 本 原单 位 根 ， 它 们 共有 (Co) 个 , 其 
中 9g(w) 是 欧 拉 函数 , 表示 1，2，…:，w 当中 与 % 互 素 的 数 的 个 数 ， 
2{( 呈 是 积 性 函数 , 即 当 (wm) 一 1 时 ，p Gn) =p (mg lm)， 由 此 
及 p92 一 六 -P= 下 (1 一刻 ) 就 得 到 公式 p(n) 一 人 JI(1 一 十 ). 

”现在 我 们 考虑 一 般 的 分 圆 域 QC ,5, 一 22""，w 是 任意 正 整 

数 . 为 了 计算 这 个 域 的 次 数 , 我 们 需要 决定 区 全 部 共 斩 元 素 . 

引 理 6 与 和. 共 配 的 全 部 元 素 即 是 pm) 个 m 次 本 原单 位 根 , 

证 明 ,的 每 个 共 顽 元 素 均 是 某 个 域 代 入 之 下 元 素 5, 的 象 ， 
由 此 不 难看 出 和 的 每 个 共 斩 元 素 均 是 m 次 本 原单 位 根 ， 问 题 在 
于 我 们 还 需 证 明 每 个 m 次 本 厌 单 位 根 均 与 &. 共 轰 , 为 此 我 们 只 需 
证 明 : 对 于 每 个 % 次 本 原单 位 根 w 和 素数 p, 如果 pt%, 则 入 必然 
与 w 共 堪 。 因为 如 果 这 件 事 成 立 ， 就 可 以 对 于 归纳 证 明 每 个 w 
次 本 原单 位 根 各 (1<FE<m，(n， 有 = 二 均 与 共 罗 . 

设 f(®) 为 w 在 贪 上 的 极 小 多 项 式 .由 于 纠 =1, 从 而 (0) |w 
一 1. 令 避 -1 一 f(w)g(z)， 因 为 f 和 g 均 是 作 -1 的 首 1 多项式 
因子 ， 因 此 它们 事实 上 均 属于 己 [z] (习题 10)， 现 在 假定 ow 与 
切 不 共 轿 , 则 (oo 0, 于 是 gop) 一 0( 因 为 (ww9)" 一 1 二 0)， 从 而 
ww 是 多 项 式 glo9) 的 根 ， 于 是 f(z) |g(w9)， 令 g(ar) 一 f (2)h(w)， 
由 于 g(w9), 了 (w) EZ[w], 从 而 首 多 项 式 (2) 也 属于 ZZfw]， 在 
环 的 自然 同 态 之 [2]>((Z/pZ)) [2] 之 下 ,了 (Cw) 19 (x7) =g(z)?. 由 于 
〈Z/pZ) [wz] 为 唯一 因子 分 解 整 区 , 从 而 上 式 表明 (了 (zp) ,9(2)) 1 
因此 有 多 项 式 52) E(Z/pZ)[o], deg (a) 之 1, 使 得 E(w) | (了 (2)， 
9(@)). 于是 可 (2) | 记 .9 一 他 一 工 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 当 2jm 时 


(Z/pZ) [2] 中 多 项 式 ?~ 了 没有 重 根 (附录 了 B，(10))， 这 一 耶 拓 
表明 w 与 w 共 二 ， 从 而 也 就 证 明了 引 理 6， 。 

定理 6 (1) [QCD):Q]=p(w), 并 且 L=em ”在 Q@ 上 的 极 
小 多 项 式 为 配 人 = 总 刀 -区 za， 


Cn kj = 


(2) Qt /@ 为 期 罗 华 扩张 ， 并 且 其 铭 罗 华 群 让 然 同 构 于 
(Z/n2)™., 

证 明 (1) 5B,(w) EZ[z] 是 由 于 它 是 坟 一 1 的 首 1 多 项 式 因 
子 .其 余 均 由 引 理 6 推出. | 

(2) 由 于 六 的 全 部 共 斩 元 素 均 属于 玉 ==Q@(D)， 从 而 K/Q 
是 仙 罗 华 扩张 ， 令 cxE Gal(K/@) ,使 得 owCln) 一 5 (nm, 个 一 上 
则 oxow (人 一 oa 人 一 一 oo 人， 因此 ozow 一 oa。 所 以 上 映 
射 


x: Gal{K/@)— (E/Nn2)*, x(or) 一 让 
是 群 的 满 同 态 ， 但 是 由 引 再 6 |Gal(K/Q)|=[K:Q] 一 p(n) = 
|(Z/wnZ)*], 从 而 x 是 同 构 . 上 
当 m=2 (mod 人 时 ,总 = -to -7 二 办 此 Qto= 
Q@(L,s)， 所 以 通常 对 于 分 加 域 @Q(L,), 可 规定 % 才 2Cmod 和 、 在 
. 这 一 规定 下 ， 不 难 证 明 当 mw 半 Ww 了 仿 屁 ,) 天 名 (Cw) (习题 ,并 二 
也 不 难 决定 分 圆 域 的 单位 根 群 (习题 9). 


习 是 


1. 证明 :代数 数 和 集合 是 可 数 的 , 而 超越 数 集合 是 不 可 数 的 . 
3.。 (8)》 求证 每 个 二 次 ( 数 ) 域 均 可 表达 成 全 (YY 7)， 其 中 Q 是 无 平方 因子 
整数 ; 
(hb) 如果 和 均 是 无 平方 因子 整数 ,并且 ad， 则 @CV 4) 
QD); 
《e) 二 次 域 及 必然 是 岛 的 其 罗 华 扩张 ， 试 求 其 佑 罗 华 群 . 
3，(a) 求 下 列 代数 数 的 次 数 和 《在 @ 上 的 ) 航 小 多 项 式 . 
VEtV3tvV5, V2+vV 23, V3+w( 其 由 =e"Y3)s 


1 


tb) 求 元 素 2 TwW 了 HTWE 的 全 部 代 (Y30) 中 的 共 恩 元素 , 


:证明 代数 数 全 体 组 成 的 集合 只 是 城 , 并 且 是 有 理 数 域 候 的 无 限 4 次 ) 代 


数 扩 域 . 


,对 于 数 域 =@(YVTTV3,， Vi-VyD 和 LL-@Q(VE+V3, V3 


一 V5), 求 元 素 y, 使 得 工 =@Q(Y). 


， 设 了 (ZT) EK[z?j 是 数 域 久 上 的 次 不 可 约 首 1 多 项 式 ，q1;…， cn 是 它 


的 s 个 根 ， 称 dC7) 一 ， 开 《ar -a4)? 是 多 项 式 f(x) 的 判别 式 . 
ka) 求证 2C/) 是 下 中 元 素 : 


| (b) 设 f(2) 一 37 才 G) aEy, V -se@, 求证 


a = 《一 1 ndem 2, 

C0) 设 f(z)=z"+as+b 是 @[x] 中 不 可 约 多 项 式 ， 求 证 4(f)= 
《一 De D2 一 DD) 一 人 Don mnpn-1]( 注 ; 当 w=2 和 838 时， a(7) 
分 别 为 中 一 包 和 一 (4 二 275*)， 这 就 是 3 次 和 3 次 多 项 式 通常 所 谓 的 
判别 式 )， 


， 求证: 一 个 代表 整数 是 单位 根 的 充 要 条 件 是 它 的 每 个 共 元 元 圳 的 绝对 信 


均 是 1 


8， 如 果 % 寺 mw', % 才 2Cnod 4), pr 芋 3Cmod 4), 求证 QED + A). 


10. 


1i. 设 


12. 


13. 


， 令 五 一 外 (5 a 


《a) 当 % 三 1(mod 23) 时 , Wg= {|0<E<2n—1}, Wr= 2 

(b) 当 %=0Cmod 4) 时 , x= {|0<E<n—1}, 分 x=n. 

如 果 fa) 是 Z[2] 中 的 首 1 多项式 , 而 g(r) EQ[2] 是 f(z) 的 首 1 多 项 
式 因 子 , 求证 9(7) EZ 之 [zx]. 

了 (ZT) 为 侈 [2] 中 不 可 约 首 1 多 项 式 , al, …， 中 是 它 的 nm 个 很 , 令 Sm 一 


nn 
之 cap， 求证 
i 
$0 84…Sn 1 


AD=| 2 全 


Sp 858h… .5537 .4 p 
设 f(z) 是 @[] 中 不 可 约 首 1 多项式， 求证 :如 果 红 让 >0， 则 f(z) 寡 
三 个 实 根 ; 如 村 4(7) <0, 则 了 CD 只 有 1 个 实 根 . 
设 上 /KK 是 数 域 的 扩张 。 对 于 wwEL, 定义 映射 
pe: 克也 palB)=aB. 
《a) 求证 pa 是 下 -向量 空 间 荆 中 的 线性 交换 ; 
《b) 如 果 4。 是 线 注 变换 pc 对 于 向 晤 空间 工 的 任意 一 组 五- 基 的 变换 


— 16-— 


方 阵 , 求证 Warg(o) 一 14，Zog(o 一 下 (4) (其 中 了.(4) 表示 方 陛 
身 的 还 )， 


$2 代数 整数 环 


2.1 代数 整数 

在 这 一 节 中 , 我 们 要 把 有 再 数 域 @ 中 的 整数 概念 推广 到 任意 
代数 数 域 上 去 . 

定义 1 代数 数 e 巴 作 是 代数 整数 (简称 作 整 数 )， 如 果 存 在 
一 个 系数 属于 了 的 首 工 多 项 式 fa), 使 得 了 (一 0 

例 1 每 个 mE 之 均 是 代数 束 数 ， 因 为 它 基 首 多项式 2 一 
E 己 [四 的 根 ， 为 了 明确 起 兄 ; 今后 我 们 将 通常 世 中 的 整数 称 作 是 
有 理 整数 , 以 区 别 于 一般 的 代数 整数 

殉 9 加 次 单位 根 是 (代数 ) 整 数 ， 因 为 它 是 首 多 项 式 作 一 1 
EZ[o] 的 根 ， 

引 理 ? 设 “为 代数 数 ，7(o) 为 “在 @Q 上 的 极 小 多 项 式 ， 册 
“为 整数 的 充 要 条 件 是 F(z)E 一 [z]， 

证 明 由 于 极 小 多 项 式 了 (w) 是 首 1 的. 所 以 若 f(z) EZ[e]， 
则 由 定 义工 和 了 (o) 0 即 知 < 是 整数 ， 反 之 , 如果 = 是 整数 , 则 存 
在 首 1 多项式 g(w) EX[o ,使 得 ga) =0. 于 是 是 go) 的 首 
1 多 项 式 因 于 ， 从 而 由 81, 习题 10 即 知 Ge)E zz 

系 @@ 中 只 有 有 带 整 数 才 是 (代数 ) 整数 

证 明 如 果 xc @, c 生 Z， 册 5 在 @@ 上 的 极 小 多 项 式 p 一 a 生 
Zw], 由 引 理 7 知 a 不 是 (代数 ) 整 数 ， 是 

现在 我 们 来 决定 二 次 域 中 的 全 部 整数 

定理 ? 以 Os 表示 二 次 域 尽 ~@Q(W 了) (d 是 无 平方 因子 的 
有 理 整数 ) 中 的 全 部 整数 记 组 成 的 集合 . 则 当 d=:2,3(mod 4 时 ， 
Or- {otb Mag, bE Zh 而 当 d=1(mod 4) 时 , Or— {a+bw|, 
bE}, 其 中 = 妆 (+VB). 


证 明 ” 攻 中 每 个 2 次 代数 数 a 二 BV (a RE @, 8#0) 的 极 


一 了- 一 


小 多 项 式 为 好 一 2az+o3--B2、 因 此 ( 引 理 丰 > 

QB Ma 为 辑 数 全 20, 2 一 BdEZ, 
而 当 B=0 时 , 昂 知 这 件 事 也 是 正确 的 

设 atTBMG (a, BE@) 是 整数 ， 则 2a，o? 一 BxdE ZZ， 于 是 
(20) ?一 (386)2E 4Z， 特 别 地 , (2B) 2E ZZ， 由 于 4 没有 平方 因子 ， 
可 知 28&Z. 

当 g 王 2. 8(mod 有 时 , 如 果 2a 和 28 均 为 奇数 , 则 (20) ?二 1 丰 
d= (2B)4(mod 汽 ,这 与 (20) ?一 (28)”4E 4Z 相 矛 盾 ， 因 此 2a 和 
28 必 有 一 为 偶数 .然后 由 (2%) ?二 (28) 了 (mod 入 和 d 半 0(mod 四 ， 
可 知 另 一 个 亦 为 偶数 ， 即 a, 8EZ， 反 之 , 车 a, BEZ， 显 然 2a， 
oe 一 BME Z， 从 而 a 二 BM5 为 整数 ， 这 就 证 明了 定理 的 前 半 部 
分 . 

当 d=1(mod 分 时 ， 由 (2%) ”= (28) d=(28) (mod 忽 可 知 
有 理 整 数 2w 和 28 有 相同 的 奇偶 性 .于 是 wx- BE 己 而 wx 十 Bw/ GB 
一 (w 一 B) 上 +28w( 注 意 V6~2w 一 1)， 其 中 -~B, 266EZ. 反 之 ， 


车 4, bE Z, b#0, a 的 极 小 多 项 式 为 


2 (GutD)+ (0+3) 一 地 4d, 其 中 24+bEZ, (at 2 2) - 
dtobtb 1~ ， 从 而 6 十 bw (5 关 0) 为 整数 ， 而 b= 


0 时 这 当然 也 对 . SE | 


2.2 代数 整数 环 

对 于 二 次 域 ， 名 以 直接 验证 定理 7 中 求 出 的 整数 集合 Ox 
事实 上 是 K 的 子 环 ! 对 于 任意 的 数 域 ，Dedekind 证 明了 下 的 
巩 数 集合 Ox 也 是 五 的 于 环 ， 换 句 话说， 如果 和 .6 均 是 下 中 
的 整数 , 则 a 土 8 和 a8 亦 是 整数 ， 这 是 一 件 不 平凡 的 事情 (\/ 7， 
ze，w 5 ，&ei 显然 均 是 EK~Q@(VT, 6, Cs, Ce1) 中 的 整数 ， 
设想 一 下 如 何 证 明 (MV 7 7 十 log) (V5 — te) 也 是 过 数 |)。 我 们 需 
要 给 出 整数 的 其 他 刻 划 方式 . 


二 -三 


定理 8 对 于 cE 和 , 下 面 几 个 条 件 彼 此 等 价 ， 

(1) a 为 (代数 ) 整 数 ; 

《2) 环 有 Z[g] 的 加 法 群 是 有 限 生成 的 ; 

(8) a 是 已 的 菜 个 非 零 子 环 是 中 的 元 素 , 并 且 且 的 加 法 群 是 
有 限 生成 的 ; 

(4) 存在 有 限 生 成 非 零 加 法 子 群 4CE, 使 得 aACc4. 

证 明 ” (了 DD 入 (2)， 如 果 & 为 整数 ， 由 引 理 7 知 它 的 极 小 多 项 
式 .Fw 是 系数 属于 也 的 首 1 多 项 式 ， 即 ,jj2) 一 巡 十 os-I 玉 十 
十 01j$ 十 69，6;EZ。， 于 是 = 一 0,0 人 一 … 一 010 一 00。 由 此 不 难 
看 出 (对 nm 归纳 ), 每 个 元 素 om"(m 之 0 均 可 写成 1, a&, ay 
的 至 -线性 组 合 ， 于 是 环 之 [el 中 的 每 个 元 素 也 都 如 此 .， 这 就 表明 
环 之 [a] 的 加 法 群 是 由 有 限 个 元 素 1 wo,…, or! 生成 的 . 

(2) 壤 (3)， 取 R=Z[a]. 

(3) 壤 (和,， 取 4= 有 B. | 

(由 之 人 由: 设 mr, …, ar 生成 加 法 群 4 由 于 wo4G4， 每 个 
am 均 可 表 成 m1, …， %n 的 之 -线性 组 合 ， 我 们 可 以 把 这 写成 矩阵 


Cui ， [ra 
: j=mul : 
Cn dn js 


其 中 以 是 元 素 属于 ZZ 的 % 阶 方 阵 、 此 方程 也 可 写成 


“ 


由 于 4 天 (0)， 从 而 wm, -…, 6 不 全 为 零 ， 由 线性 代数 便 知 |a7,- 
MH| 一 0. 但 是 f(z) = |z7, 一 下 | 恰好 是 系数 属于 世 的 % 次 首 1 多 
项 式 ,并且 a 是 它 的 根 、 从 而 a。 是 整数 目 
定理 9 者 a 利 B 均 是 幕 数 , 则 a+B, 8B 也 是 整数 . 特别 地 , 
数 域 中 全 部 整数 组 成 的 集合 Or 是 区 的 子 环 . 
证 明 根据 定理 8，(2), 环 Z[oj 和 Z[B] 的 如 法 子 群 均 是 有 


一 起 一 


限 生 段 的 . 设 它们 分 别 由 {oa,， …, qr} 和 {Bi,…，Bm} 所 生成 的 ， 
则 每 个 ax(w 关 人 均 可 表 为 mw, …, ow 的 ZZ- 线性 组 合 , 而 每 个 B"(% 
守门 均 可 表 为 81,，…，pm 的 Z- 线 性 组 合 。 于 是 oat8" 均 可 表 为 
{ouBs] icscni<icm} 的 -线性 组 合 , 从 而 环 Z[a, 让 中 每 个 元 素 均 是 
如 此 ,这 就 表明 环 Z[a, B86] 的 如 法 群 是 有 限 生成 的 . 但 是 a 土 8, aB8 
均 是 之 [ea, B81 中 元 素 , 根据 定理 8，{3) 可知 它们 均 是 整数 . 四 

今后 将 Ox 岂 作 是 数 域 K 的 (代数 ) 整 数 环 ， 根 据 定 理 6 的 
系 ,可 知 有 理 数 域 @ 的 整数 环 就 是 艺 ， 而 二 次 域 的 整数 环 已 由 定 
理 7 求 出 ， 现 在 我 们 来 求 分 较 域 @(C&p) 的 整数 环 (一 般 分 闹 域 
(Cw) 的 整数 环 见 下 一 小 节 ). 

定理 10 分 网 域 玉 一 令 (Ly) 的 整数 环 是 Z [yn]. 

证 明令 2 一 和， 3 一 9(p 一 [下 :网 ]. 由 于 ?为 整数 , 从 而 由 
定理 9 可 知人 Z[w] 中 元 素 均 为 整数 ， 即 Z[w] Or， 为 证 ZZ[w] 忆 
Ox， 我 们 首先 注意 ， 由 于 1 w，-…，w*! 是 向 量 空间 五 的 一 组 
基 , 从 而 五 中 每 个 整数 wx 均 可 表 成 

G 一 加 十 有 0 十 … 十 加 _132， 名 马 @， (1) 
我 们 的 日 前 是 要 证 明 加 E ZO<i<s—1). 

令 Gali 五 /和 @) 一 {Ty ra yz， 将 自 间 构 五 作用 于 全 式 上 ， 

得 到 
Ti(0) =tot tt w+ th (eos). 
由 Cramer 法 则 可 得 到 儿 =Yy/8， 其 中 8 一 | (mC istse |, 


ha—1 
而 yy 是 将 (ws(@)，…, ma(a) 代替 方 阵 (riCuo) 的 第 了 列 而 得 到 
的 新 方 了 的 行列 式 、 出 于 mC， nl 均 是 闪 数 (习题 0)， 从 而 
和 区 是 电表 (证 9), 并 且 事 实 上 由 上 一 小 节 的 例题 知道 
=dxr(l1, ,WT) 一 《一 二 Je 202 nen) 
令 吕 一 d 则 57; 一 HdEQ. 但 是 SrE 0x, 因 此 5yE Oz 由 Q=Z, 
于 是 #4E ZZ 令 i0=mwy€ 2 则 (了 D 式 可 写成 
oa 一 -了 十 -到 0 十 … 士 一 人 十 2 GE 


经 过 一 个 简单 的 变换 , 可 以 将 上 式 改 成 
一 一 


a (一 由) 十- + Ww) 1, mEZ,. (2) 


我 们 的 日 的 是 要 证 dlmwy(0<j<s 一 1)， 易 知 这 等 价 于 当 证 dim 
(0<j<s 一 1)， 现在 假定 rof(0<j<ss 一 D 不 全 被 & 除 尽 、 注意 
”要 | =22 l=p (np—n—1), 从 而 著 (mo， pT) 
Ptm, 则 必然 和 HT<SE 于 是 令 20)= 土 p92 则 2 mo， ng) 
一 9， 从 而 存在 整数 0<i<&s 一 1， 使 得 p| my(0<j<t 一 1), 但 
是 ptmt、， 于 是 (3) 式 可 改写 为 


5 一 2 一 2 TH a ma 二 四 
+ “(于 + 于 Wp w+) 
-人 (0) (1—a0) "TT. (3) 
而 (3) 式 左边 仍 为 整数 ， 记 为 a. 现在 利用 我 们 已 经 证 得 的 公式 
Wnt 在 (1 一 0 站 一 p, 由 于 所 一 wn 一 (1 一 (1 二-… 
本 


-Ho ， 从 而 在 环 环 [v] 中 一) (一 wn) (<h<P 一 们 于 
是 (1 一 w) 和 C1-w) 一 p， 因 此 Pp/(1 一 wm)*EZIw]SOx， 由 于 
i pik 


t<s 一 1， 从 而 由 (区 式 给 出 
GO 
mt OF, 
从 而 mi/ (1—w) EOr, 于 是 NaCmif (lw)) =m’/pE OrNA 
一 Z， 但 是 这 与 zjaoy 相 了 矛盾 ， 这 一 矛盾 表明 dmi(0<j<s 一 二 )， 
从 而 dm(0<j<<s 一 人 ), 即 a€EZ[w]， 于 是 OrCZfol， 从 而 Ox 
= 儿 [w]. 


2.3 整 基 , 数 域 的 判别 式 
现在 进一步 研究 整数 环 Or 的 加 法 群 结构 、 我 们 要 证 明 它 .是 
秩 为 [K:@] 的 自由 Absl 群 


定义 2 群 G 叫 作 是 秩 为 的 自由 仿 bel 群 ， 如 果 它 则 构 于 避 
.一 融 一 


个 有 理 整 数 加 法 群 Z 的 直 和 ; 龟 衬 中 … 旬 ZZ 人 nm 个 ), 换 名 话说 ,好 
存在 保 中 % 个 元 素 oq, …, ow， 和 使 得 全 中 每 个 五 洪 均 末 喀 一 堆 天 
2 十 Winow WE ZE 这 可 以 写成 宁 - Zu 四 Zoo 由 … 申 
.注意 零 群 (0) 看 成 是 秩 为 0 的 自由 Abel 群 . 
11 数 域 的 整数 环 Or 是 秩 % [及 :Q] 的 自由 Abel 
群 ， 换 句 话说 , 存在 co, …，cow€ Or 使 得 Or= Zem 四 … 四 Zou 
证 明 设 mm, …， om 是 问 量 空间 到 的 一 组 人 @- 基 。 我 们 可 以 
找到 一 个 有 理 整 数 0 关 MEz, 使 得 WoE Or(1<i<n) (习题 2)， 
于 是 Mm(1<i<n) 仍 是 及 的 一 组 全- 基 , 所 以 我 们 一 开始 不 妨 就 
假定 mE Or (lon)， 从 而 每 个 整数 YE Or 均 可 写成 
?一 2 人 十 二 TVrom， 2 和 二. 
令 00…, os 是 区 到 C 中 的 mw 个 可 入 , 则 04(7) 一 mow(em) 十 
iCom) 《tsi<w)， 条 定理 10 的 证 明 那样 , 由 这 些 等 式 可 
以 得 出 
zj 一 ?HA = | (ceo )|， 
Hd—dg(0, , om) EL, FE Or, 
由 于 oa …, om 是 @- 线 性 无 关 的 , 因此 4 天 0, 从 而 5 二 0， 并 且 8 
是 整数 ， 寸 是 76 一 24E Qn Og 一 Z， 令 765=mmy， 则 w=n6y/@ 


ea 这 就 表明 yEZ a @…GZ 他， 从 而 OrSZ -对 
OD -BZ .但 是 右边 是 秩 ww 的 自由 Abel 群 ,从 而 它 它 的 子 群 Or 


是 秩 <m Pan Abel 群 (附录 B，(D) )， 最 后 , 由 于 Ox 中 存在 着 
之 -线性 无 关 的 % 个 元 素 中 ，…，c， 因 此 加 法 群 Or 的 秩 必然 是 
m, 这 就 完全 证 明了 定理 11. 站 罗 

定义 8 设 oa ,osE Or, 如 果 Or 一 Zoo 四 … 四 Zoo。 则 称 

…,@0" 是 整数 环 Ox 或 者 数 域 KK 的 一 组 整 基 , 换 句 话说 , oa, …， 

an 玉 或 Or 的 一 组 蓝 基 , 当 且 仅 当 每 个 整数 nc Or 均 可 唯一 元 
表示 成 wx 一 Xen 十 … :十 和 co 和 EE. | 

定理 世 ”表明 每 个 数 域 均 存在 整 基 ,但 是 并 不 是 唯一 的 , 例如 
由 定理 7 可 知 ， 对 于 二 次 域 玉 =QQ(wV5)(gEZ, 无 平方 因子 ) 当 


d=2, 3(mol 和 时 ，{T1，V GT 是 域 及 的 整 基 ; 而 当 ad 圭 1(mod 4) 
时 , {1, w=(1 十 MG)/2} 是 域 玉 的 整 基 ， 另 一 方面 ,如果 我 们 令 
的 d=1(mod 4 时 ; 
4d, d=2, 3(mod 4}) 时 . 
不 难 验证 , 在 任何 情形 下 , {1，(D+ 万 )/ 人 也 是 域 @Q(v/ 6 ) 的 束 
天， 又 由 定理 10 可 知 , 分 圆 域 和 @(o)(o 一 和 o) 的 整数 环 是 之 [w]， 
从 而 1 6@，…; wo"? -1 是 域 @@(@) 的 整 基 , 而 了 人-o (1 一 0 
…，(1L 一 oj?e5- 也 是 域 @@(o) 的 一 组 整 基 . 
假设 局 ,…，B, 和 yy，… ,Yn 均 是 数 域 区 的 整 基 ， 从 整 基 的 
定义 可 知 存在 元 素 属 于 也 的 两 个 非 异 方 阵 妈 入, 使 得 


站 人 人 


于 是 闻 一 六 ,并 且 | 好 1 一 | 交 |= 填 1. 寿 令 oo …, om 是 玉 到 人 
中 的 # 个 媒 入 ,9 一 [ 开 :人 @]、 不 难看 出 ci) 一 到 (as 从 
证 


cr( Bi， “7 B.) = [MM |?.dr (Cy,, ”7 = CY a To) . 
这 表明 不同 的 整 基 有 相同 的 判别 式 ， 即 它 是 域 下 (或 环 Or) 本身 
的 不 变量 , .我 们 将 它 称 作 是 域 的 判别 式 , 表示 成 8(K)， 由 于 
每 组 整 基 都 是 -线性 无 关 的 , 从 而 也 是 -线性 无 关 的 , 从 而 它们 
也 是 向 量 空间 五 的 一 组 基 ，、 于 是 它们 的 判别 式 不 为 零 , 由 dCK)》 
是 非 零 有 理 整 数 . 

例 4 我 们 刚刚 说 过 ，{1，( 刀 十 V 了)/ 对 是 二 次 域 尼 = 

区 d, d=1(mod 信 时 ; 
QC V 可 的 -组 赣 革 ,其 中 Le 
1 D+VDl > 
a RE 
1 


| =D 
D-DD 
2 
例 另 ,由 于 二 0w,05…, wr + 是 分 国 域 E 一 (6) (w=ty) 


的 一 组 整 基 ， 从 而 令 s-g(2zm) 一 [天 :G], 财 

QFK) =dr(l, 中， wl 于 (一 二 es TD720p nnd) 

然而 在 一 般 情形 下 ， 导 求 某 个 数 域 玉 的 整 基 和 计算 判别 式 
G(KK) 并 不 是 一 件 容易 的 事情 .在 这 方面 , 下 一 个 引 理 是 有 用 的 ， 

引 理 8 设 ci, …，one Or， 如 果 

由 三 (mp om) 一 或 天); 或 者 

(2) Gror, …，, 0%) 是 无 平方 因子 的 非 零 有 理 整 数 . 
则 or, -…, om 是 域 K 的 一 组 整 基 . 

证 明 设 wi,…:，w; 是 域 五 的 一 组 整 基 ， 玉 是 用 oil，…， 
mn 表示 整数 wr,…, ow 的 有 理 整 系数 方 阵 , 则 

CrCad， ep am ) ee |M 3dr (es, 机 On) =|M|’0(K). 
如 果 Crkkoa，…， om) 一 4( 正 ), 则 | 半 | 二 士 I， 如 果 dk (a1 …, ou) 
是 无 平方 因 了 于 的 非 零 有 理 整 数 , 则 也 必然 | 媳 |= 士 J]， 从 而 无 论 在 
万 种 情形 下 , 妇 的 逆 方 阵 的 系数 仍 属 于 Z， 即 ol，…，amww 也 可 表 
示 成 m, …， m 的 王 -线性 组 合 ， 这 就 表明 oy，-……，o 是 域 玉 的 
一 组 整 基 ， 图 

例 一 zs 填 1 是 四 [go 中 的 不 可 约 多 项 忒 (由 于 一 wz 十 1 
(md 5) 不 可 约 , 从 而 在 Z[w] 中 不 可 约 ， 于 是 在 @{s] 中 也 不 可 
约 ).。、 令 8 是 此 多 项 式 的 一 个 根 ， 则 尺 一介 (9) 为 五 次 域 .。 并 且 
bc Oz， 由 $1, 习题 6 可 算出 

Gx\0) =—drtl, 9, 6, 3, 0) = Nraf’ (OO) 
=4,(—1)5+5 19.151. 

从 而 由 引 理 8，(2) 可 知 1, 9, 09， G5, 是 域 玉 一 (9) 的 一 组 整 
基 , 并 且 Ox 一 ZE 的 , QA(KK)=19.151. 

为 了 从 一 些 域 的 整 基 得 到 它们 的 复合 域 的 整 基 ， 有 时 可 以 利 
用 下 面 的 引 理 . 

引 理 9 设 下 和 工 均 是 数 域 , [K:@]=m, [L:Q] 一 2, [KL 
:Q] 一 mm， 并且 (CCE)， 4())==1、， 则 

(1) Orr,~ OxOr; 
(2) 车 {og,… ot} 和 {B14,…, 8 分 别 是 下 和 五 的 整 基 , 则 


-~ 2 -一 


feiT<5sm，T<7<} 是 瑾 瑟 五 的 一 组 束 基 ; 

{8) aK DD) <a KAD)". 

证 明 (了 和 (四 ， 设 {or …， am} 和 {B14,…，Bs} 分 别 是 二 和 
工 的 整 基 ,可 知 玉 L= 食 (os, -…，om，G， …， Bn)， 并 且 五 卫 中 每 
个 元 素 均 可 表 成 {mBj|1<i<m，1<j<n} 的 全 -线性 组 合 。 特别 
地 , 每 个 元 素 mE& Orr 均 可 表示 成 


oo BBs ro, TEL, (ry, ri es Tm I (9 


我 们 现在 要 证 明 CD 为 此 ， 考虑 任意 一 个 通 入 ox， 一 C. 
它 可 以 用 LKI:K1= [KIL:QJ/[K:Q1 一 mm/m 一 ww 种 方式 扩充 
成 丘 卫 到 亿 中 的 嵌入 ,这 有 个 扩充 在 工 上 的 限制 是 彼此 不 同 的 ( 否 
则 它们 在 五 二 上 就 是 同样 的 嵌入 了 )， 有 从 而 其 中 恰好 有 一 个 扩充 
是 六 嵌入 ( 即 它 在 三 上 的 限制 为 上 的 恒 等 自 同 构 )， 我 们 将 这 
个 扩充 仍 记 为 ox, 于 是 


czko) 一 名 记 ono) BD or a 


“一 记 妆 TB (LoSm). 
将 Uramer 法 则 用 于 上 面 吧 个 方程 4 和 sa) , 便 解 出 
- Zi= Yi/ 6, 3 一 |ax(as) | ， 

其 中 6 和 和 7; 均 为 整数 ，56”=Q(K). 于 是 d(K)ww=57; 为 整数 . 
但 是 dK)m 一 高 入 攻 )rw pyE 工 ,因此 也 属于 Os、 由 于 {By 
Bn} 为 了 的 整 基 ， i dK}ry/rE。 由 (ra， 人 1， 下 412，“， Fmn) 
一 ]， 可 知 4( 有 K)/r€ 工 ， 这 就 证 明了 74( 及 )。， 完全 关羽 地 可 证 
?aDD… 从 而 ?| (dK), 4(D))=1, 即 7+== 土 .于 是 由 (*) 式 即 
知 每 个 元 素 aEOgL 均 可 表 成 {04B8;} 的 之 - 线 任 组 合 . 由 于 [天 五 :四 ] 
一 mm 一 {osB7}|， 从 而 {B16 和 Mm，1<j 忆 个 是 Dx 的 一 组 整 
基 , 并 且 册 此 即 得 到 Ogr= CrOzr. 

(3):， 设 cl am 是 下 到 人 C 由 的 全 部 插入 ,ri …, 圳 是 荆 
到 所 宁 的 全 部 内 入 ， 我 们 在 前 而 事实 上 证 明了 ， 对 于 每 一 对 (cuw 

一 车 一 


3?， 均 存在 唯一 的 嵌入 wry: 及 I->C， 使 得 wy] 二 Gs, molz= 一 Yo 

于 是 {wwy|1 才 bm， lj 所 人} 就 是 区 工 到 的 全 部 典 入 , 因此 
dKID= | (wy(oBn)) 1 一 | (oo)s(B))|? 
= | (os (6) ) * (v1(Ba)) |3, 

其 中 * 表 示 惩 阵 (osko)) 和 :raw ) 的 Kronecker 积 . 由 于 
{orm)) | ?=ad(R), | (v0B)) |=—a(D), Kronecker 积 的 行 
列 式 公 式 即 知 dKZD)=8(K)"d(DD)", 

作为 引 理 9 的 应 用 ， 我 们 来 决定 一 般 分 圆 域 QC,) 的 骆 数 环 、 

整 基 和 判别 式 . 

定 至 了 现 设 豆 一 四 (人 n) ， 了 一 12 和 2 去 2 (mod 4 人， 其 中 

Pu ，…，2r 是 不 同 的 素数 ,os>>1, 则 

Or 一 Z[tm], 从 而 {1 bm, ”3 140 是 域 忌 的 一 组 整 

基 ; | i 
(2) vAG: ee 《一 1) Mm) “mII Ppp) 

证 明 我 们 只 证 7=2 的 情形 , 因为 一 般 情形 不 难 由 此 归纳 出 
来 . 设 人 一 入 08 Ki=@(tpn) Ks=Q@(Coe), 则 KiKEs—Q(lyn, 
Con) 一 全 (app )= RE, AKD) 一 (一 二 )9G 3 (pe) 9099 /PPGI9/3 
人 一 二 多 ,从 而 (Q( KK1)，d(K2)) =1， 又 有 [EK:Q] =p(php8) 

一 p(pP)p() 一 [Ki:Q]. [Ks:Q]、， 因 比 引 理 9 的 条 件 全 部 满 
是 . 从 而 Ok=2Z[Cyn]. EE[E ys = Zp, Cps:] =—Z[é;], dk) = 
OCE IMACE oP) (~ YP/ im) /I pe | 


以 上 我 们 对 于 二 次 域 和 分 圆 域 给 则 了 它们 的 整 基 ，. 我 们 在 下 

一 章 还 要 对 纯 三 次 域 明显 地 给 出 整 基 ， 对 于 任意 数 域 及, 如 何 有 

效 地 给 出 整数 环 Orx 的 整 基 ， 是 人 们 长 期 以 来 所 关心 的 问题 ， 此 
外 , 人 们 对 于 以 下 一 些 特殊 类 型 的 整 基 感 兴趣 、 . 

(DD 究 元 整 基 如果 存 在 wEOr， 使 得 证 ,oa …， on- 填 是 四 

次 数 域 五 的 整 基 , 即 Or 一 ZZa… 外 Zar-1 便 称 域 及 具 方 罕 

元 整 基 .， 我 们 在 下 一 章 将 看 到 这 种 罕 元 整 基 对 于 研究 Oy 中 素 远 

相公 名 了 痪 来 的 好 久 从 定理 7 和 定理 地 可 以 看 出 , 二 次 域 和 分 


圆 域 均 少 宕 元 整 基 ， 而 Dedekind 给 出 了 不 具有 矫 元 整 基 的 三 次 
域 的 例子 (习题 3)。 哪些 数 域 具有 等 元 整 基 ? 这 一 问题 甚至 对 于 
循环 三 次 数 域 均 不 清楚 ( 注 : 数 域 K 叫 作 是 循环 域 , 是 指 K/@ 为 
彻 罗 华 扩张 ,并且 其 伽 罗 华 群 是 律 环 群 ). 

(2) 正规 整 其 设 互 /四 是 mw 次 徊 罗 华 扩张 ，Gal (和 /GD) 一 
{gy, Sr ao， 如 果 存 在 aE Or 使 得 {os{@)， "ry Gs (oe) } 是 五 的 输 
基 , 则 称 K 具有 正规 整 基 ， 一 个 伽 罗 华 数 域 何 时 具有 正规 整 基 ， 
这 个 问题 也 有 一 定 的 理论 价值 ， 不 难 证 明 ; 二 次 域 玉 有 正规 整 基 
的 充 要 条 件 是 @( 丈 ) 为 奇数 (习题 10)， 而 分 圆 域 @(L,) 有 正规 整 
基 的 充 要 条 件 是 ”为 一 些 不 同 的 素数 之 乘积 ， 对 于 其 他 类 型 揭 
数 域 , 能 否 给 出 存在 正规 整 基 的 一 个 简单 的 充分 必要 条 件 ? 

(8) 相对 整 基 ” 设 工 /下 是 数 域 的 n 次 扩张 .如果 存 在 oo …， 
muE 0z, 使 得 Oo= oO 四 下 Or, 则 称 {oa，…， 6} 为 扩张 /KK 
的 相对 整 基 、 当 及 =Q 时 , 这 就 是 通常 的 整 基 ， 我 们 已 经 证 明了 
这 种 情形 下 (相对 ) 整 基 是 存在 的 ， 更 一 般 地 ， 可 以 证 明 , 如 果 Or 
是 主 理想 环 ， 则 L/K 的 相对 整 基 必 然 存 在 。 但 是 有 许多 例子 表 
明 , 如 果 Or 不 是 主 理想 环 ， 则 /KK 可 以 不 具有 相对 整 基 ， 对 于 
LIL=Q(V da, Ve),K-Q(VG)，[L:K]=2 的 情形 ， 关 于 
IL/K 的 相对 整 基 疝 题 已 有 很 完整 的 结果 ， 张 贤 科 对 于 工 为 循环 
四 次 域 而 及 为 荆 的 (唯一 ) 二 次 子 域 的 情形 也 给 出 了 完整 的 管 
案 ， 对 于 其 他 情形 则 还 没有 完整 的 结果 、 

我 们 再 谈 谈 关 于 判别 式 的 一 些 问题 ， 

( 哪些 有 理 整 数 @& 可 以 是 某 个 数 域 区 的 判别 式 4(K)? 一 
个 必要 条 件 是 4 二 1 或 0 (mod 和 [习题 5), 但 这 木 是 充分 条 件 , 例 
如 一 12, 4,9 均 不 是 数 域 的 判别 式 . 

加 以 下 (ra ws) 表示 全 部 具有 畏 个 实 代 入 和 加 对 虚 殿 入 
的 次 数 域 及 当中 (8 一 ri 十 273) 其 判别 式 绝对 值 |&( 民 ) | 的 最 小 
值 . 对 于 二 次 域 不 难看 出 及 (2, 0) =5， 关 (0, 1) 一 8， 对 于 三 次 
域 ，Davenport(1939 年 ) 证 明了 M(8,.0)=49(K=@0), B+ 
一 20 一 1 一 0)， 对 于 四 次 域 , J. Mayer(1929 年 ) 证 明了 并 (0, 2) 

一 2 一 


一 117 MM(2, 1) 一 275, 友人 人 0) =725。 对 于 五 次 域 ，H: Qohn 
(1955 年 ) 证 明了 G1, 2) 一 1609, M(3, 1 一 4511, M(5, 0) = 
14641， | 

(3) 令 Dlim 玫 (wm, 0) ,目前 关于 .Do 的 下 界 的 最 好 结果 


是 Poitou (i977 年 ) 的 Doz>60.88、 进 而 我 们 定义 : 
D=lim Min{M (ra 7) rt 27a=%}. Mulholland (1960 


年 ) 证 明了 DD 之 1.775.、 很 长 时 期 人 们 猜想 卫 = 二 co， 但 是 于 
1964 年 俊国 数学 家 Tonor 和 IUagbapesnq 否定 了 关于 类 域 塔 的 一 
个 狂想 的 同时 ， 也 否定 了 猜想 D 一 十 oo、 不 久 A. Brumer (1965 
年 ) 证 明了 D<347. 

对 于 痢 别 式 的 上 下 异 的 估计 ， 在 研究 代数 数论 许多 问题 (例如 
类 数 信 计 等 ) 的 时 候 都 是 有 用 的 ， 


习 题 


1.(a) 如 果 c 是 (代数 整数, 求证 x 的 每 个 共 斩 元 素 世 是 (代数 ) 整 数 ; 
《bpb) 设 I/K 是 数 域 的 扩张 ,求证 . Nar (OD EOF; Tyr(OWNE Or 
《6) 设 LIK 是 数 域 的 扩张 , x 七 求证; aEUrea 在 玉 上 的 极 小 多 项 
式 属 于 Qk[2], 

23， 求证， 对 于 每 个 代数 数 a 均 存在 一 个 有 理 整数 nEZ, 使 得 wx 是 代数 
整数 ， 

3. 《Dedekind)《a) 证 明寺 w? 一 8 是 人 [JH 的 不 可 约 多 项 式 , A 
为 此 多 项 式 的 一 个 根 ， 玉 坊 (6); 
~《b) 证 明 Qx(i; 中 , 093) = 二 4%503; 
《2) 证 明 8=4/6EOr， 入 ，8，9 全 人 并 总 AE 二 
503; ， 
(4) 求证 : 对 于 每 个 aEOx, 姓 ，a，o 对 均 不 可 能 是 域 的 一 组 整 基 。 
(提示 ; 对 每 个 aEOx, 证 明 dzt1i, qa, a) 必 为 偶数 . ) 

4. 对 于 每 个 数 域 下， Se -1)"a(E) ~>0, 其 申 73 表示 域 羽 的 复 庶 入 有 
多 少 对 ， 

5., rhe 玉 , 求 证 4( 下 ) 三 0 或 者 1(mod 47， 

6 设 9 是 了 (9 一 9 十 65-4 的 一 个 根 , 玉 = 纹 (0)， 求 证 QCEE) = 一 4.838， 


一 驰 一 


。 设 汪 为 奇 素数 ， 中 一 《p) 下 一 全 (o)， 


(a) 求证 五 "一 @@(o 十 o-) 是 互 的 极 大 实 子 域 ( 即 及 的 每 个 实 子 域 均 
是 玉 6 的 子 域 ), 并 有 [Ko:@]= 0p 一 1)/2; 

人》 求证 0x,= 世 [oo 要 ,并 且 和 二 ort oz+ora oo 本 To 本 
是 域 互 的 一 组 整 基 ; 

(e) 计算 域 瑟 一 @@(zo 十 与 习 的 判别 式 . 


， 写 出 前 圭 个 分 国 多 项 式 Pw.(2)(2<m<12). 

利用 代数 整数 的 性 质证 明 § 1 中 的 习题 10. 

求证 二 次 域 区 有 正规 整 基 的 充 要 条 件 是 4 区) 为 奇数 

- 如 果 ?9 是 一 些 不 同 的 素数 之 乘积 , 求证 分 图 域 个 (bs) 有 正规 整 基 , 


第 二 章 ”整数 环 中 的 素 理 想 分 解 


我 们 在 前 一 章 中 介绍 了 整数 环 Or 的 加 法 群 结构 ， 这 一 章 要 
研究 环 Cr 的 理想 ， 关 于 这 个 问题 的 历史 ,我 们 已 经 在 前 言 中 作 了 
介绍 . 那 就 是 : 库 史 和 尔 在 研究 费 尔 马 问 题 的 耐候 发 现 《 用 今天 前 术 
语 来 说 ) 环 Ox 可 能 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 但 是 由 库 默 尔 发 明 而 
册 Dedokind 发 展 了 的 理想 理论 , 证 明了 对 于 每 个 数 域 到， 环 Or 
中 每 个 理想 均 可 唯一 地 写成 有 限 个 素 理 想 的 乘积 . 后 人 把 具有 这 
样 性 质 的 ( 带 1 交换 ) 整 环 称 作 是 Dedokind 整 环 . 本 章 首 先 证 明 
Ox 是 Dedekind 整 环 ， 然 后 要 花 很 大 的 篇 由 对 于 Oz 中 理想 的 素 
理想 分 解 特性 作 深 入 细致 的 探讨 ,作为 应 用 ,我 们 在 8$6 中 证 明了 
及 ronecker- Weber 定型， 


$1 分 解 的 存在 唯一 性 


i1.1 Dedekind 整 环 

定义 工 整 环 吾 叫 作 诺 特 (Noctber) 整 环 ， 如 果 五 的 每 个 理 
想 均 是 有 限 生 成 的 . 

注 记 《I) 这 里 的 “有 跟 生 成 ”是 指 理想 而 言 ， 不 是 象 前 一 章 
指 加 法 群 而 言 . 具体 说 来 ,由 环 吾 中 元 素 01, gs,…, a 生成 的 加 
法 群 为 也 ai 十 忌 ca 十 … 士 也 ax， 而 生成 的 理想 为 Rai 十 Ra 十 … 十 
Ka,. 

(2) 整 环 (domain) 是 无 零 因子 的 环 ( 见 附录 ), 而 整数 环 的 
“ 幕 ”(integral) 如 第 一 章 记 定 义 , 不 要 因 中 文 名 称 和 相近 侧 混 湛 . 

例如 , 主 理想 整 环 的 每 个 理想 均 是 由 一 元 生成 的 ( 主 理想 ), 从 
而 是 诺 特 整 环 . 而 无 限 个 未 定 元 的 整 环 R= [ws, go, …, 2 …] 
不 是 诺 特 整 环 , 因为 理想 Rxi 十 Rws 二 … 十 Bz。+，… 不 是 有 限 生成 


的 . z 

引 理 1 设 召 为 整 环 , 则 以 下 三 个 条 件 披 此 等 价 

(a) 且 是 诺 特 整 环 ， 

Cb) (再 起 逢 链条 件 ) 如 果 (i 一 二 % …) 均 是 有 中 理 起， 
并 且 荆 ST 三 … 忆 了 CC…, 则 存在 mo€Z, 使 得 I 了 一 了 nowi 一 …; 

(© 设 襄 是 耳 市 一 些 珊 相 组 成 的 非 空 信 全, 则 台中 存在 级 大 
元 了 (好 不 存在 TES, 使 得 工 守 人 DD. 

证 明 

人 一 的): 令 了 -Ho 易 知 这 也 是 忆 的 理想 , 由 (四 知 它 应 当 


是 有 限 生 成 的 . 设 工 是 由 元 素 ww1,…, zs 生成 的 ， 由 于 wiE€EIT, 从 而 
z; 属于 某 个 Tsj< 由， 令 和 = maxz( 人 二， 网 必 ETET 
《CL<7<my， 于 是 ISTGTE，…GETI ,从 而 7 = Ta 一 … 

(5) 二 (ce)， 用 反 证 法 即 可 . 

(0) 二 (8)， 也 用 反 证 法 ， 假 如 吾 中 理想 了 不 是 有 限 生 成 的 ， 
取 4ET, 则 工 =Rxi 为 忆 的 理想 ,由 于 了 不 是 有 限 生成 的 ,从 而 
1 年 I。 于 是 有 x2E€I 一 I， 又 有 理 炉 Zs 一 Rom 十 BRzs 兵 TIT， 如 此 
下 去 便 得 到 一 个 理想 集合 访 = {I1，I2，…}， 工 年 Trwy 从 而 5 中 
没有 极 大 元 ,与 (c) 相 矛 层 ， 目 

定义 整 环卫 叫 作 是 整 闭 的 ， 是 指 若 a 属于 有 的 商 域 也 ， 
并 且 它 是 [2] 中 某 个 首 1 多 项 式 的 根 , 则 必然 aER，。 

定义 3 整 环 五 叫 作 是 Dedekind 整 环 ， 如 果 它 满足 如 下 三 
个 条 件 

(1) 五 是 庶 特 整 环 ; 

(2) 五 中 每 个 非 零 素 理想 均 是 极 大 理想 ; 

(3) 五 是 整 闭 的 . 

现在 我 们 叙述 Dedekind 整 环 的 一 些 简 单 性 质 ， 其 中 最 重要 
的 是 素 理想 分 解 定理 ， 以 下 所 谓 理想 均 指 非 堆 理想 . 8 

引 理 2 在 诺 特 整 环 好 中 , 对 于 每 个 理想 工 , 均 存在 六 的 有 限 
个 素 理想 Ph，，…，b。 使 得 TI 二 bp 


证 明 ”我 们 以 及 表示 不 具有 引 理 所 述 性 质 的 那些 理想 工 所 
构成 的 集合 。 邵 果 态 短促 ( 空 集 )， 则 内 于 有 BE 是 诺 特 整 环 ， 癌 中 有 
极 大 元 娠 ( 引 理 1)， 了 HY 显然 不 是 素 理想 (因为 焉 不 具有 引 理 所 
述 性 质 )、 因 此 存在 7,sER- MH, 使 得 rs ENL. 于 是 理想 对 十 Br 
和 弄 十 有 Rs 均 真 包含 好 ， 从 而 均 不 属于 及 .于 是 存在 素 理想 bz， 
pn q1 gw 使 得 末 十 吾 r 之 和 hh 政 十 合 三 qtqw， 从 而 
M+ Br (M+ RS) 二 pdrqm。 这 就 与 于 E58 相 矛 盾 . 
从 而 访 = 凶 , 即 忆 中 每 个 理想 均 具 有 引 理 中 记述 性 质 ， 量 

引 理 8 设 4 是 Dedokind 整 环 户 的 理想 A4#R、 玉 为 Rs 
药 离 域 , 则 存在 元 素 7 E 五 一 玉 , 使 得 74 王 闪 . 

证 明 对 于 0za€ 4， 令 7 是 最 小 正 整 数 使 得 (@) 刁 pi…b， 
其 中 心 均 为 如 中 的 素 理想 他 的 存在 性 由 引 理 2 给 出 )、 由 于 4 
必然 包含 在 某 个 极 大 理想 蕊 中 ， 从 而 人 h 二 4 导 pi…p:， 冉 于 极 大 
理想 mt 也 是 素 理想 ， 因 此 下 必 和 包含 pz,…，p; 中 的 某 一 个 (为 什 
么 ? )， 不 妨 设 中 j， 但 是 在 Dedekind 整 环 中 ， 素 理想 也 是 极 
大 理想 ， 于 是 t=pi。， 另 一 方面 ， 由 7 的 极 小 性 可 知 有 5 Ebs… 
Pr, 2 年 ( 呈 . 令 7=6/g, 则 YEK 一 R， 并 有 Bb4Cbm=bhiCbibs 
oR, 从 而 YA4CR. 上 

引 理 和 设 工 是 Dedeking 整 环 丸 中 的 理想 ， 则 存在 召 中 另 
一 个 理想 了 ,使 得 IJ 为 主 理想 . 

.证 明 取 0#aE&I.， 令 J 一 {BERIBIC (ea)}。 J 了 显然 是 忆 


的 理想 ,并 且 IJS (eo) 从 而 4 二 TJER 并 且 4 是 且 中 理想 . 
如 果 4 半 只 我 们 来 推出 矛盾 , 由 引 理 8 知 存在 YEKK-- 呈 ,使 得 
74 生 且 ， 由 于 mEL， 从 而 4 一 荆 JJ 于 是 yJCyACR 对 


于 每 个 BEJ， 则 YBEBR, 并 且 YBICYJI~-ya4CaR= (gm) 从 
而 由 J 的 定义 而 知 y8EJ， 于 是 YJ SCJ， 由 于 及 为 诺 特 歼 环 ， 
从 而 理想 了 是 由 有 限 个 元 素 gr，…，ws 生成 的 ， 由 yJ 忆 J 给 出 
方程 组 8 


mn 


其 中 下 是 吾 上 的 和 m 阶 方 阵 ， 由 于 cl …， am 不 全 为 零 ( 因 为 了 
(0)), 从 而 由 线性 代数 可 知 [y7w 一 在 | 一 0, 即 了 是 五 [四 ] 中 首 工 窗 
项 式 |zIs 一 性 | 的 根 ， 利 用 忆 的 整 闵 特 收 , 可 知 YR， 这 就 与 原 
来 的 7YEK 一 忆 相 蔬 盾 ， 因 此 必然 4=R, 即 JJ=0D. 昌 

引 理 多 (消去 律 ) 设 4，B， OC 均 为 荣 个 Dedekind 整 环 中 
的 理想 , 则 48=.A0C= 二 B=0. 

证 明 由 引 理 和 可知 存 在 理想 了， 使 得 4y7= (oa), a 了 0， 于 
是 aB=4BJA40J=a0、 由 于 有 为 整 环 , 即 得 B=0C、 和 量 

引 理 6 设 4 和 避 为 Dedekind 整 环 吾 中 两 个 理想 ,， 则 4 
电信 存在 中 理想 0， 使 得 B= 4C- 

证 明 ”< . 显 热 .= 二， 取 理 想 J， 使 得 AJ7 = (@). 由 AB 


可 知 -二 7JB 是 吾 中 理想 ,并 且 B=A0. I 


现在 我 们 可 以 证 明 Dedekind 整 环 的 重要 性 质 . 

定理 1 Dedekind 整 环 马 中 每 个 ( 非 零 ) 理想 均 可 (不 计 次 
序 》 唯 一 地 表 成 有 限 个 素 理想 的 乘积 (规定 是 0 个 素 理想 之 
积 ). 

证 明 (存在 性 ) 令 有 为 五 中 不 能 表 成 有 限 个 素 理 想 之 积 
的 那些 理想 组 成 的 集合 ， 由 定理 中 的 规定 知 及 生 S， 如 果 8 天 J， 
则 有 中 有 极 大 元 开 # 吾 ， 从 而 M 包含 在 某 个 极 大 理想 (从 而 也 
是 素 理想 ) 王 之 中 .由 引 理 6 知 有 理想 I 使 得 陡 一 PI， 由 引 理 
5 可 知 I 宇 了 .从 而 由 对 在 集合 8 中 的 极 大 性 可 知 了 生 S， 于 是 
I 一 Py.…P,, 从 丽 放 一 PP,…P,, 其 中 P,P, 均 为 驴 的 素 理 想 . 这 
就 与 ME8 相 牙 盾 . 因此 必然 S= 包 , 即 卫 中 每 个 非 零 理想 均 可 
表 成 有 限 个 素 理想 的 乘积 , 

(唯一 性 ) 假设 Pi…P, 一 Q.…Q@,， 其 中 P,Q@; 均 为 及 的 素 理 
想 ， 风 已 二 6 和 Q，、 从 而 Pi 包 售 色 ，…，& 中 的 某 一 个 ， 不妨 


设 瑚 Qi， 由 于 素 理想 已 和 的 为 极 大 理想 ， 从 而 也 一 全 
然后 由 引 理 5 中 的 消去 律 给 出 Pax… 卫 ;一 Qa…@.、 继续 下 去 即 知 
7 一 8, 并 且 ( 必 要 时 改动 一 下 诸 @; 的 下 标 )P: 一 Q&(l1<i<n).， 上 
” ” 注 记 可 以 证 明定 理 1 的 逆 也 是 成 立 的 ， 换 甸 话 说 ， 我 们 也 
可 把 素 理想 分 解 式 的 存在 唯一 性 作为 Dedekind 整 环 的 定义 、 
基于 定理 1, 我 们 可 以 把 唯一 因子 分 解 整 环 中 关于 元 素 的 许 
多 性 质 推广 到 Dedekind 整 环 的 理想 上 ， 钢 如 ， 我 们 可 以 定义 
瑟 中 理想 4 整除 理想 B( 表 示威 4|B), 即 指 存在 B 的 理想 O, 使 
得 B=AO, 这 时 4 叫 作 呈 的 (理想 ) 因 子 , 而 情 可 以 叫 作 是 4 的 
倍 理想 ， 由 引 理 6 可 知 418 和 4 二 B 是 一 回 事 (注意 ; 车 4 为 卫 
的 理想 因子 ， 则 作为 集合 4 比 B 要 大 ! ). 类似 地 可 定义 几 个 理 
想 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 售 理 想 ， 如 果 将 理想 4 和 BB 分 解 成 素 
理想 的 乘积 
4 一 了 PP 一 Pei 并 0 
(这 里 我 们 允许 4#% 或 六 为 0 并 且 已 = 于， 是 为 了 将 4 和 吾 的 分 
解 式 右 边 形式 上 有 相同 的 一 些 素 理想 ) ， 其 中 P4，…, 已 .是 彼此 
不 同 的 素 理想 ， 容 易 看 出 : 41 了 3 人 ec 六 (1<i<r)( 避 题 3)， 此 
外 ， 车 令 夺 一 min(e;, 万 ) ， 2 一 max(ei， fo, 则 Pr Pr 和 PY 
9 显然 是 了 4 和 如 的 最 大 公 因子 和 最 小 公 们 理想， 但 是 我 们 无 
0 因为 人 4 十 如 和 4 人 3( 习 十 2). 


解 性 质 ， 即 一 个 Dedekind 放量 是 故 因子 分 解 整 环 ? rE 
引 理 给 出 管 案 . 
“” 引 理 了 设 召 为 Dedokind 整 环 ， 则 召 是 唯一 因子 分 解 整 环 
的 充 朗 条 件 为 召 是 主 理想 整 环 . 

证 明 < 是 显然 的 ， 因为 每 个 主 理想 整 环 均 是 唯一 因子 分 
解 整 区 . 

一 : 设 及 不 是 主 理想 整 环 , 则 五 中 存在 非 主 理想 ， 将 这 个 非 
主 理想 分 解 成 有 限 个 素 理想 的 乘积 ， 可 知 至 少 有 其 中 一 个 未 理想 
因子 不 是 主 理想 ( 反 证 法 )， 因 此 ， 且 中 必 存 在 不 是 主 理想 的 察 理 
-一 


起 已， 考虑 集合 S8= { 忆 的 理想 了 |TP 为 主 理想 }, 由 引 理 2 知道 8 
是 非 空 的 ， 从 而 有 极 大 元 术 ， 令 了 及 一 人 ，aE 情 ， 则 a 必 是 环 
及 中 的 太 可 约 元 素 ， 这 是 因为 如 果 a 一 By, B, YE R， 则 P| (om 
= (p) ()， 从 而 P10B) 或 者 刀 |(7)， 于 是 (B) 或 者 (7) 必 有 形式 
YP, 其 中 为 请 中 理想 , 于 是 J 了 EB， 又 由 于 JP|PM, 从 而 六 | 
玉 ， 邑 J 己 刀 ， 但 是 用 为 请 中 的 极 大 元 ， 因 此 J 一 用 ， 从 而 
(8) = (四 或 者 (7) = (0), 即 和 当中 必 有 一 个 与 < 让 结合 ， 因 
此 «是 不 可 约 元 素 ， 另 一 方面 ,显然 了 翌 (中 ， 又 由 于 RPP， 从 
而 又 有 履 宇 (o)， 于 是 有 8€E ~ 人，sE 克 一 四 、 由 于 办 ~ 
MP 二 (3) (e) 一 38)， 从 而 es， 但 是 xl8，oe， 这 对 于 唯一 
因 于 分 解 整 环卫 中 的 不可 约 元 素 a 是 不 可 能 的 ， 这 一 矛盾 表明 了 
必 为 主 理想 整 环 ， 胃 

最 后 我 们 再 给 出 一 个 技术 性 结果 ; 

引 理 8 设 工 是 Dedekind 整 环 及 中 的 理想, 则 对 于 每 个 0 
aE 了 , 均 存 在 BE 了 ,使得 了 (a,B)， 换 甸 话 说 ，Dedelkind 整 环 
中 每 个 理想 均 是 二 元 生成 的 ， 并 且 其 中 的 一 个 非 零 元 素 可 以 在 了 
中 任 取 ， 

证 明 我们 只 需 在 忆 中 找 一 个 元 素 使 得 7 一 (o) 十 (8) 即 
可 ,因为 这 时 自然 BE 了 I， 令 了 =Jip…pr (mw 之 区 ， 其 中 Pa, …; 
P, 为 中 不 同 的 素 理想 ， 由 于 mE 了, 即 了 | (a) ， 从 而 可 设 (0) 
P4…P4Q1…Q,， 共 中 @# PP 均 为 且 的 素 理 起 , m<JiE ZG 一 切 
…71j 一 1 …, 引 ，s>0, 根据 我 们 在 引 理 5 前面 对 于 最 大 公 因子 
所 作 的 说 明 , 可 知 我 们 只 需 取 8c 门 (Pr Pr n (由 (BR 一 Q)) 
即 可 ， 而 这 是 可 以 作 到 前 ; 因为 PY 对 P+!， 从 而 可 取 BLE Pr - 


Pd<4< 门 .然后 由 中 国 剩余 定理 (附录 B， (38)) 求 BE R, 使 
得 


B=Bi(modPzrD (<i<r), 
B=1(mod @)) (1<j<s), 
则 这 个 8 即 为 所 求 ， 芹 


.4 整数 环 Or 是 Dedekind 吾 环 

定理 2 数 域 乓 的 整数 环 Or 是 Dedekind 难 环 . 

证 明 Og 显然 是 整 环 . 我 们 来 依次 验证 Dedekind 整 环 定 
义 中 的 三 个 条 件 对 于 Oz 是 成 立 的 . 

(1) 我 们 在 第 一 章 中 证 明了 ，Ox 的 却 法 群 是 有 和 限 生 成 自 册 
bel 群 。 而 每 个 理想 工 的 加 法 和 群 均 是 Ox 的 加 法 子 群 。 由 Abel 
群 结构 定理 (附录 BB，( 了 )) 可 知 了 的 加 法 群 也 是 有 限 生成 的 。 即 
了 一 Zo 二 … 十 Zow， 于 是 更 有 了 = Ro 十 … 十 Row。 从 而 工作 为 民 
的 理想 也 是 有 限 生成 的 , 即 Ox 是 诺 特 整 环 , 

(2) 设 己 是 Or 中 的 非 堆 素 理 想 ， 取 0#aE 卫 ， 令 mm= 

必 vektoE 工 一 《0 由 于 和 ja 是 wx 的 一 些 共 箔 元 素 之 积 , 从 而 raye 
是 整数 ,但 是 mr/aE 下, 所 以 ow/maE Ox、 于 是 w=am/aE P， 即 
(oo 三 P. 设 {oy,…; adj 为 Or 的 一 组 整 基 ， 即 Or=Zox 中 … 四 
Zn, n=[K:@]. 则 

Og/mOr= (LD BL) /Za DPDEmeo, 
宇 Z/mZB…DL/mZ wn 个 ) . 

由 环 的 同 构 定 理 知道 Og/P 半 (Or/mOz)/(P/mOr), 从 而 iOx/P| 
护 |0z/mOrz| 一 m"， 即 Og/P 了 是 有 限 环 ， 由 于 卫 是 素 理想 ， 从 而 
ex/ 为 有 限 整 区 ， 熟 知 它 必 是 域 ， 这 就 反 过 来 推出 也 为 极 大 理 
想 . 于 是 环 Ox 中 每 个 非 零 素 理想 均 是 极 大 理想 . 

(3) 设 nEE, (vw) 一 or 十 Com tonE Ortz], f(a) = 
98， 由 于 of，…，cemnE Oz， 可 知 OF 的 子 环 B=Z[os, ,Cmj] 芍 加 
法 群 是 有 限 生成 的 , 即 有 R= ZYy3-… 十 之 y6， 由 了 (0@) 一 0 可 知 每 个 
wx > 也 均 可 表示 成 1 w …, om 的 已 -线性 组 侣 、 于 是 

Z[0s, %%, Cm, 四 = Rla] = Rel+t Roat...-t Ran- 

一 宛 和 十 …… 十 之 十 王 a7i 十 … 十 室 aDr 十 
十 人 am yi 十 人 Za 1y,. 
即 环 工 [01,…，ca， 包 的 加 法 群 也 是 有 限 生成 的 ， 根 据 第 一 章 定 
理 8 的 (83), 可知 a 是 整数 ,从 而 cc Oz， 这 就 证 明了 Ox 有 整 闭 性 
一 茹 一 


质 、 四 
系 ”整数 环 Ox 的 每 个 非 零 理想 均 可 (不 计 次 序 ) 唯 一 地 玫 示 
成 有 限 个 素 理想 的 乘积 ， 时 
” 例 考虑 虚 二 次 域外 =Q@(MM 一 有 辐 . 我 们 从 第 一 章 已 经 知道 
OF 一 ZL[M 一 下， 在 Oz 中 主 理想 (2} 和 (3) 都 不 是 素 理想 , 这 是 因 
为 
(2, 1+~/ B= (82 2. (Lt 6), (tv 
| —{(4, 2(+MV/ -DD, -4+2V—5 = (9%); 
: (3, 1+V -D3, 1~-~—6) | 
9, 83+3V -5B, 3 一 3 一 5, 6) = (3). 
理想 (2，1+ 一 本 是 素 理 想 ， 这 是 由 于 商 环 Z[~ 一 于 / (2，1+ 
愉 一 一 是 由 两 个 元 素 构 成 的 整 环 ( 验 证 ! )， 同样 可 证 (3，L+ 
~M 一 钙 和 (8，1 一 ~ 一 外 也 都 是 ZLV 一 引 中 的 素 理想 ， 于 是 (2) 
旦 素 理 想 (2，1+^/ 一 及 的 平方 ， 而 理想 (39) 是 两 个 (不 同 ) 素 理想 
(8，i1 二 ~ 一 印 和 (8，1 一 ~ 一 四 的 乘积 , 
读者 多 半 在 抽象 代数 课程 中 学 过 , Z[V 一 引 不 是 唯一 因子 分 
解 整 环 , 因为 元 素 6 有 两 种 分 解 式 . 
6~3.8— (1+ VD)Ud—~V/ -DD, 
而 2，3，I 土 一 5 均 是 不 可 约 元 素 , 并 且 2 与 1+ M8 一 6 不 相伴 . 
将 上 述 等 式 改 成 理想 的 等 式 ,就 有 - 
(6 一 (08) 一 (二 有 人 4 一 一 5， 
验证 ，( 人 七 V 一 5) = (2，1+ /一 且 (3， 1+~M-5), LU-V-D 
一 (2，1 一 必 一 且 (31 一 /一 5 (2.1 十 一 中 一 (2，1 一 /二 5). 
从 而 由 元 素 6 个 素 理 想 
分 解 式 : - 
(6) 一 (2，1 二 /一 5)3(3， 1 /= -Bg Ei ~ —B). 
在 上 面 例子 中 我 们 还 看 到 另 一 种 现象 ， 即 一 个 素数 p( 它 生成 
ZZ 的 素 理 想 (p)) 在 整数 环 Or 中 生成 的 理想 pOxr 一 (2p) 可 能 不 再 是 
OF 中 的 素 理想 .但 是 在 Dedekind 整 环 Crf 中 ,理想 2Or 应 当 是 OF 
中 一 些 素 理 想 的 滋 积 ， 这 训 产 生 了 一 个 很 自然 的 问题 : pOx 是 如 


一 车 一 


何 地 分 解 成 一 些 素 理想 的 乘积 更 一 般 地 ， 设 5/EK 是 数 域 的 扩 
张 ,显然 Oc 二 Oz， 从 而 Or 中 的 素 理 想 b 是 Or 的 一 个 所 集合 . 人 
们 要 问 ; 5 在 05 中 生成 的 理想 pOzr 是 如 何 地 分 解 成 Oz 中 一 些 识 
理想 的 乘积 ? 这 是 代数 数论 的 基本 问题 之 一 本 章 从 第 和 4 节 起 ， 
九 乎 全 是 致力 于 研究 这 一 问题 . | 


1.3 分 式 理想 ,理想 的 范 

设 五 为 数 域 ， 我 们 以 T° (有 区) 表示 整数 环 Or 的 全 部 非 零 理 
想 所 构成 的 集合 ， 它 对 于 理想 的 乘法 显然 是 一 个 带 1 交 换 半 群 ， 
其 么 元 素 就 是 (1 OQx， 而 由 引 理 5 我们 知道 半 群 7* (KK) 满足 消 
去 律 ， 即 如 果 4, B, CEI°*(K) 并 且 40=BO， 则 4 一 B， 大 察 . 
知道 , 每 个 具有 消去 律 的 带 上 交换 半 群 均 可 由 到 一 个 交换 群 9 之 
中 (就 象 将 非 负 有 理 整 数 加 法 半 群 在 引进 负数 之 后 髓 到 有 理 整 数 
加 法 群 中 那样 ). : 梅 作 群 G 的 办 法 通常 是 形式 化 的 ， 但 是 对 于 
1°*(K) 的 情形 我 们 可 以 不 用 形式 化 程序 ,因为 我 们 可 以 把 T° (KK) 
所 扩充 成 的 交换 群 中 每 个 元 素 赋 以 更 具体 的 意义 ， 人 
想 > 

定义 和 数 域 下 中 的 子 集合 I 总 (0) 叶 作 是 区 中 的 分 武 理 
想 , 如 果 存 在 czMEOr, 使 得 KT 是 Or 中 的 理想 . 我 们 以 EE) 
表示 天 中 全 体 分 式 理想 所 组 成 的 集合 ， 

例如 ，OF 中 每 个 理想 均 是 分 式 理想 ( 取 ee - 有 了 时 为 明确 
起 见 ， 我 们 将 Ox 中 理想 称 作 是 KK 的 整理 想 ， 于 是 ,了 *(K) 忆 
I(K)、 又 比如 ,对 于 每 个 元 0#¥a€ 及 ，(a) 一 oOr 是 分 式 理想 ， 
这 是 由 于 可 以 者 为 两 个 整数 之 商 : w= 8/7，B, 7E Ox, >y 闻 0, 而 
7(《0) 一 (8) 为 整理 想 ， 我 们 把 由 一 个 元 素 wE EK- {0 生成 的 分 式 
理想 (a) =oOzr 叫 作 是 主 分 式 理想 。 

对 于 下 中 两 个 分 式 理想 4 和 了 如， 定义 


4B- [Sybilae 4, hEB, n>1|. 、 


当 作 和 召 均 为 整理 想 时 , 这 就 是 通常 的 理想 乘积 的 定义 ， 而 对 于 
i 


一 般 的 情形 ,由 于 4 一 二 4 了 8- 霹 忆 ,其 中 o BE Ozr—{0}, 4 


和 Br 为 整理 想 ， 从 而 4B 一 - 注 41'B' 也 是 分 式 理想 ， 于 是 ， 由 
(*) 式 定义 的 乘法 是 分 式 理想 集合 T( 玉 ) 中 的 运算 . 

定理 3 分 式 理想 集合 工 ( 开 ) 对 于 上 面 定义 的 飞 积 运算 是 自 
出 Abel 群 ， 并 且 每 个 分 式 理想 工 均 可 唯一 地 表示 成 两 个 互 素 的 
整理 想 的 商 , T=4/B 一 4B-1, 其 中 4, BEI°(K), (4, 有 B=1, 
从 而 工 也 可 唯一 地 表示 成 7 一 反 … 弛 ,其 中 bu … 和 是 Or 中 不 
同 的 素 理想 ， 而 @i€ 世 一 {0}. | 

证 明 “为 证 Tt) 是 群 ， -我 们 只 需 证 每 个 分 式 理想 工 均 可 进 
即 可 .根据 定义 7 元 铺 其 中 pEOr-{O 4AEI°(K). 由 下 
理 5 知道 存在 BEIC(K， 使 得 4B (a)，aE Or 一 {0}， 于 是 
TB- fo/ 内 ,从 而 开刀 吾 j= (D 一 Ok, 即 分 式 理 相 作 吾 是 工 的 
逆 ， 从 而 工 ( 尼 ) 为 群 并 且 由 乘法 的 定义 (*) 可知 它 是 Abel 群 . 

将 公式 工 -= 4/ (10) 内 的 分 子 分 母 赔 时 除 以 整理 想 4 和 (jw) 的 
最 大公 因子 , 即 可 将 分 式 理想 了 表 咸 商 个 互 素 的 整理 想 之 商 ， 由 
崇 理 想 分 解 式 不 难 证 明 这 和 神 表 达 方 式 的 唯一 性 ， 同 时 也 得 到 定 
理 3 中 最 后 一 个 正太 方式 、 和 

引 理 9 % 次 数 域 EK 中 每 个 分 式 还 想 的 加 法 竹 均 是 秩 的 自 
出 Abel 群 . 

证 明 “我 们 先 证 这 对 整理 想 成 立 ， 设 T 是 On 的 ( 整 ) 理 想 , 则 
工 的 雹 法 群 是 秩 % 自由 Abel 群 Ox 的 子 群 ， 由 Abel 群 基本 定理 
(附录 B，()) 可 知 了 的 加 法 群 是 秩 <m 的 自由 Abel 群 ， 我 们 只 
短 再 证 工 的 秩 是 w 这 只 要 在 工 中 能 找到 也- 线性 无 关 的 m 个 元 素 
邯 可 .为 此 设 {ob …， oj 是 Og 的 一 组 整 基 ， 任 取 0+aE 了 I， 令 
t 二 galoD EZ 一 {0}， 则 /a€E KK，。 但 是 /a 是 a 的 一 些 共 轮 元 
素 的 乘积 ， 从 而 t/a 为 整数 ， 于 是 t/a€ Or， 因 此 ttyaaE 工 
从 而 iox，…，teos 均 属于 工 但 是 这 w 个 数 显然 是 Z- 线 性 无 关 


的 ,这 就 证 明了 加 法 群 了 是 秩 ?% 的 自由 Abel 群 . 
现在 设 工 是 分 式 理想 , 则 二 = ~ 二 4 4E Or 一 {0}，4 为 整理 


想 . 我 们 已 经 证 明了 4= 工 个 … Oz, 于 是 T=Zo/p®-…OZ 
ay 即 每 个 分 式 理想 工 韵 雪 法 群 均 是 秩 吧 的 自 直 Abel 群 。 轩 
注 记 当 了 =ZBx@…@@ZB,(BE 玉 一 人 0)) 时 ， 我 们 把 {Bi， 
:， Be} 叫 作 是 分 式 理想 了 的 一 组 Z- 基 ， 不 难看 出 ， 分 式 理想 工 
的 不 同 Z- 基 之 间 的 变换 方 阵 是 行列 式 为 土 1 的 mn 阶 Z- 阵 . 

本 节 的 最 后 我 们 谈 谈 如 何 用 一 个 数量 粗略 地 衡量 一 个 分 式 理 
想 的 “大 小 ”"、 先 从 整理 想 谈 起 。 我 们 有 一 个 最 “大 ”的 整理 想 OF 
作为 标准 , 每 个 非 零 整理 想 4 均 是 Or 的 子 和 集合 ， 设 {or, ,won} 
是 Ox 的 一 组 Z- 基 ( 即 整 基 ), {cu,…, om} 是 4 的 一 组 Z- 基 ( 引 理 
9), 则 osE Ox, 从 而 是 {wr,…, ow} 的 忆 - 线 性 组 合 ， 于 是 


OY [Oal - Ne 
: |=T! : J T=), EZ, dotT #0 . 
Om Cn 


(det J 表示 方 阵 了 的 行列 式 )， 如 果 {ob …，o 和 庆 ， 民 } 
分 别 是 Ox 和 4 的 另 一 组 忆 - 基 , 则 


oi 0 Co 1 
: =2 :1 : I=N| :|. 
oa on On ot) 


其 中 型 和 六 均 为 m 阶 到- 方 阵 ， 并 且 des MM 一 土 l，det N= 土 1， 


Ol iN 
; j=MTNI :| 
oh CO 


由 于 |deiCUTN) | 一 [detTI (其 中 | | 表示 绝对 值 )， 这 就 表明 正 
整数 |det2 | 与 Or 和 所 的 -~ 基 选取 是 无 关 的 ， 即 它 是 理想 4 本 
身 的 不 变量 ， 我 们 称 它 是 整理 想 < ， 的 苑 ， 2 WR 
Nar/a ld). 


一 逢 一 


引 理 煌 设 4 为 数 域 玉 中 的 非 零 整理 想 , 则 Nx(4) = |Om 
4Al. 

证 明 按照 Abel 群 基本 定理 (附录 B，(14))， 我 们 可 以 取 Ok 
的 一 组 整 基 {ona，…，anj, 使 得 Or= Zo 中 :Zw 4 一 qi 
和 quo dc 忆 , 这 时 


O11 ， 2 Cod 
2 . 
ncn COn 
| Ea 


从 而 由 理想 范 的 定义 可 知 Wr (4) = |asea…an|， 另 一 方面 ， 
Or/ A~— (ZoB:BLo)/ (Lom DDTanw,) 
SZ ZAWIO DE/ Zann 
ZH 人 LD DL LD. 


于 是 |0x/4| IZ/mz|- laral~ Nx(A). 有 


注 记 由 公式 Wr(4)= |Or/4| 可 以 看 出 ，Wx(4) 愈 大 则 有 
少 环 Ox/ 4 中 元 素 愈 多 , 从 而 4 在 Ox 中 的 分 布 愈 稀 玻 ， 因 此, 在 
某 种 程度 上 Wux(4) 衡 量 了 理想 4 的 大 小 ， 

整理 想 的 范 有 以 下 的 基本 性 质 . 

， 定 理 和 设 有 所 各 是 域 下 中 的 整理 想 ，4 = 和 妈 …pP， 其 中 

,pr 是 Or 中 不 同 的 素 理想 ,6 之 1 则 

“) Nit A)— Nr(pi)™e NECp) 

(2) Nz(AB)= Nr( A)NE(B); 

(8) 设 {au,…, om} 是 4 的 一 组 Z- 基 , 则 

Crtot ~ on)— NAGE); 

(4) 若 4= (oa)(xE Ox) 为 主 理想 , 则 NxC4)=|Ngalo)|. 

证 明 

(DD 由 于 理想 铀 , …, hr 是 彼此 互 素 的 ， 根 据 中 国 剩余 定理 
我 们 有 人 于 是 由 引 理 10 得 


Nz(A)= I0#/4| -I Hi0z/pe| —I Nae). 


-一 .二 1 —_ . 


我 们 只 需 再 证 入 x (入 ) = 太 r(b)2 即 可 . 为 此 ,对 Ox 中 每 个 素 理 想 
p 和 >1, 由 于 2 对 ?说 , 关 此 可 取 wxE 一 P* 半 ， 作 映射 
p: Ox > (aOr-Fp /pT g( 0 一 oz 十 pieE Or)， 这 显然 


是 环 的 满 同 态 ， 由 = 的 取 法 可 知 (o]) 一 4 《如 ， 科 一 1。 从 而 
oOg+pti 一 pA) 一 六 ， 即 的 象 为 忆 /PT.- 男 一 方面 , 


对 于 每 个 xE Or, 则 
多 和 区 er gp © (ov) CPt petal Co 一 bi A’'. (2) 
ph| (mr) rEp. 
这 就 表明 KKerg 一 bp， 因此 由 环 的 同 构 定理 我 们 有 环 的 同 梅 ed 
Ppp/ ES1). 于 是 
NxrCp’)= |Or/p"| = |Or/p| pp2 jb yp"| 
= |Ox/p|’'=NE(p)’”, 
这 就 完全 证 明了 (1). 
(2) 由 ( 功 和 4, 避 的 案 蛙 想 分 解 式 立 即 推 得 . 
(3) 设 {@1,…, oj 是 Or 的 一 组 整 基 , {ou4,…, ow} 是 4 的 一 
组 之 - 基 , 则 


由 定义 We( 人 =|aetMj， 设 ca， …，a 是 数 域 尼 到 C 中 的 wm 
个 嵌入 ,m= [KK:@]、 由 于 寻 是 了- 阵 ,从 而 将 上 式 作用 0 给 出 
( 
: 一 形 : 
Gskom) ceo) 
从 而 有 矩阵 等 式 ， (gs(0y)) 一 夏 (gs(eoy)), 于 是 
dr (ou, **, en) ~ det (oi(0y))*= (det M)(det (oe) 
一 Na(d)sax(o **, ew) = Na( A)A(K). 

(4) 车 4=(@), a€ Oz 一 {0}, 则 {aw …， oww} 是 4 的 一 组 
Z-- 基 , 从 而 由 (3) 即 知 dx Camco …, acow) 一 入 x(4)8CK)、 但 是 
dr, …， on) — det(or(oe07)) = dot oe) )’ 

~ 


nH ly 


-=(Il os )dot(o(o))? 


—(Naala))"aC Kk). 

于 是 Nx(4)=|Nralo)|l. 由 

现在 不 难看 出 应 当 如 何 定义 分 式 理想 的 范 : 中 每 个 分 式 理 
想 工 均 可 表 成 两 个 整理 想 的 商 ,， I 一 4/B.。 令 Nx(I) 一 Nx(4)/ 
Ng(B)E @， 如 果 了 工 下 成 男 外 两 个 整理 想 的 商工 =A%/B'， 则 
上 4B'=A'B. 由 定理 4 可 知 NxC(4)/Nx(B) 一 Nr(4)/Nz(B'), 这 
表明 Wr(CI) 与 将 了 表 成 两 个 整理 想 之 商 的 方式 无 关 , 我 们 将 如 地 
定义 的 Wr(I)E@@ 叫 作 是 分 式 理想 了 的 范 ， 由 定理 4 不 难 把 整 
理想 范 的 诸 性 质 推 广 到 分 式 理想 上 .; 

定理 入 设 4 和 B 是 数 域 KK 的 两 个 分 式 理想 , 则 

(1) Nr(AB)~Nz(A)NE(B). 

(2) 如 果 {a， …， oj 是 4 的 一 组 有 ZZ- 基 , 则 gr(oz，…，m) 一 
NelA)’G(K). 

(8) 如果 4= (a)=o0r(aE 牙 一 人 0}) 是 主 分 式 理想 ， 则 
Nax(A4)= Ni/alo). | 


习 二 


。 设 了 是 整 环 总 的 理想 . 则 五 为 诺 特 整 环 91 和 五 /7 均 为 诺 桂 整 环 . 

. 设 4 和 B 是 Dedekind 整 环 吾 中 两 个 理想 ， 刀 一 pb 和 ptr， 吾 一 四 六 …b 才 ， 

其 中 pi … py 是 吾 中 不 同 的 素 理 想 , 而 oo f 这 0， 求证: 

(a) AlBeas<f, (esisr?), 

(py A4Nn B=pptr, t= max(e, fr) (eier); 

AB=preprr, m=—min(e, Ff) (le<i<r), 

设 4 为 数 域 的 分 式 理想 ， 求证 471= {a€ Kla4ACOr}. 

。 求证 Or 为 主 理想 整 环 的 充 要 条 件 是 数 城 下 人 是 主 分 
式 理想 . 

。 证 明 R={f(2)=gy 芋 gx 十 于 dn2? EE 名 [Xj]10<%&€ 蕊 ， oo 记 } 不 是 诺 
特 整 环 . 

*” 设 4 和 了 是 数 域 是 的 两 个 整理 想 。 


to 


A 


tn 


人 


11. 


13， 


14. 


Cb) pCA)=Nz CA):TI € 
人 Pla 


(a) 求证 : 若 41B, 则 NeC4) [NxCB)， 试 问 反 过 来 是 否 咸 立 ? 
《pb)》 如 时 zt4) 为 素数 ， 求 证 六 必 为 Or 的 素 理想 . 访问 反 过 来 是 否 
是 翘 城 五 的 站 理 想 ， 科 二 peper 为 4 的 素 理 想 分 解 式 ， 以 《Orz 
A es 限 环 Oz/4 的 单位 群 ( 即 乘法 可 逆 元 全 体 组 成 的 乘法 群 )， 令 
P(4) 一 |(Oxy/4) |。 求 证 : 
(a) ppO=NrCpY TN —1); 
-why) 
NzChp} A” 
五 =@@(a), a? 一 a 十 1 求证; 


(a) Og 一 下 La] 
(by 23Drz 一 pf 其 中 ji 一 (33，c-~107，jo 一 《33，< 一 32; 


《ee) 和 和 和 是 Or 中 不 同 的 素 理想 ; 


(d) 六 zf 人 p1i 一 各 rp2) 一 33. 


.试问 二 次 域 @(V10) 中 的 整理 想 (2，V10) 是 否 为 主 理想 ? 
10, 


(a) 设 冯 是 数 域 互 中 的 整理 想 , NEC4) 二 g, 求证 9€ 要 4; 

(b》 对 于 每 个 正 整数 9， 求证 五 中 满足 Nx( 有 4) 二 9 的 整理 想 和 4 只 有 有 
限 多 个 . 

(2》 求 出 域 @(V 一 1) 中 范 为 上 2, 3, 4, 5 的 全 部 整理 想 ; 

(b》 在 域 二 @(V 一 1) 中 求 20x, 30x, 40xk，50x 的 索 理 想 分 解 式 . 
(提示 : Ox 二 也 [V 一 1 是 主 理想 整 环 ，] 

设 $ 为 数 域 式 的 素 理 想 和 4 和 如是 五 中 两 个 整理 想 .Evp (A)(>0) 
表示 4 的 素 因 子 分 解 式 中 p 的 指数 ( 若 p 在 分 解 式 中 不 出 现 , 则 vy (4) 二 
0). 求证 : vp4B)=zp (A)+vp CB); vp (d+ B) = min (yy (CA), 
vp CB)), vy (ANB)=maxtvp (4), vy CB)). 


， 设 p 为数 域 廿 的 素 理 想 , 对 于 0#ae Og 定义 wp《Q) 一 vp(aO0x)， 并 且 


令 vp (0)== 十 .局 时 对 nw& 了 Z, 规定 

% 十 (+00) 一 《十 9) 二 (十 00) 一 Cn 《十 ee 一 十 co。 
求证 当 ac be Or 时 ， 

《a) zy《op) 一 区 (3G)72p《P)，zp(G 十 让) >min(vp 09), vy CO)); 

(pb) 如 果 vp) 去 zp Cw), 则 vy (4 十 5b) 二 =min(vy (9), vp (6)); 

《0》 试问 当 vp 《8) 二 pp ( 想 时 ， 贡 (4 十 四 二 minCyp (4), vp (5)) 是 次 成 
立 ?9 

设 h 为 数 域 下 的 素 理想 ， GD dn € Op tit+aat 二 二 0, 令吉 二 
min{tyzp aw)|1<i< 邓 。 求证 至 少 存在 两 个 不 同 的 下 标 ; 乞 使 得 


一 和 


by (8) = vy (8) =m. 

15, 设 是 OF 的 理想 ,m BE Or， 则 xy=BCmod 4) 有 解 2€ Ok 的 充 要 条 
件 是 CaOg，24)18Oz， 并 且 在 这 个 条 件 成 立 的 时 候 ， 此 同 余 方程 模 4/ 
(awOxr, 4) 有 唯 -: 解 ( 即 : 若 zi 和 2za6c Ox 均 是 此 同 余 方 程 的 解 , 则 各 三 za 
《mod4/CaDr，4)))。 


$ 2 ”分歧 指 数 , 剩余 类 域 次 数 和 分 裂 次 数 


2.1 e,j,y | 
现在 我 们 开始 研究 数 域 中 素 理 想 分 解 的 基本 问题 ， 设 DL/K: 
是 数 域 的 扩张 a 是 Ox 的 一 个 ( 整 ) 理 起， 基本 问题 是 : Oz 中 的 理 

想 aoz 如 何 分 解 成 Oz 中 素 理 想 的 乘积 y 由 于 每 个 理想 & 均 是 Or 
中 一 些 素 理想 的 习 积 ， 因 此 我 们 只 要 对 Or 中 每 个 素 理 想 p 弄 清 
pOz 在 Oz 中 的 素 理想 分 解 式 就 可 以 了 . 

对 于 Og 中 每 个 素 理想 p, 蕴 然 pQzr 兵 Oz。 从 而 pOz 在 域 革 上 

分 解 成 
pOr =— PP? 和 PP, 

其 中 9g 之 1, 四 *…, By 是 工 中 不 同 的 素 理 想 , 而 6 之 1(1<i<g)， 

对 于 每 个 第 ,我 们 有 第 :|pOz, 这 也 常常 简写 成 第 |5, 并 且 称 0Oz 中 
素 理想 第 , 是 Cx 中 素 理 想 b 的 因子 ( 即 指 是 Oz 中 理想 pOz 的 因 
子 )。 这 就 首先 遇 到 一 个 问题 : 如 何 判别 Orz 中 一 个 素 理 想 池 是 
的 因子 ? 

引 理 11 设 L/K 是 数 域 的 扩张 ,第 为 Oz 的 素 理 想 ， 则 
(1) 第 站 OF 为 Or 的 素 理想 , 并 且 采 Or=hp 兮 肛 | 李 
(2) 车 第 站 Og 一 p, 风 Og/p 和 Or/ 册 均 是 有 限 域 ,并 且 前 者 可 

看 成 是 后 者 的 子 域 . 

证 明 (人 容易 验证 第 NOg 是 Ox 的 理想 ， 进 而 ， 若 gw bE 
Og, abERNOr, 则 吧 和 所 种 . 由 于 第 为 Oz 中 的 素 理想 ,并 且 ec,5E 
Oz, 从 而 5E 弄 或 者 2E 帅 于 是 aE 吊 [Or 或 者 5E 轴 门 Or. 这 就 
证 明了 第 们 Og 是 Or 的 素 理 想 . 


洪 币 站 Og 一 $, 则 第 忆 p, 从 而 所 忆 pOz, 于 是 町 1bOz, 即 币 |p. 芭 

之 ,车 pb 为 Or 中 的 素 理 想 并 且 加 |j, 则 和 侦 |bOr， 于 是 胖 二 phOz 二 h， 

从 而 PNOr2pNOr =p. 但 基 第 站 Or 和 + 均 为 Or 的 素 理想 ， 从 

而 均 为 Og 的 裤 大 理想 ,所 以 必然 第 站 Or 一 h. 

《2) 作 了 映射 
P: OF —> OW/ PR, PL) (vwE OR), 

易 知 这 是 环 的 同 态 ， 而 Kerp 一 Oz 几 币 ~p， 从 而 由 同 态 9 可 将 环 

Og/ 看 成 是 Oz/ 平 的 子 环 我 们 过 去 已 经 证 明了 On/h 和 /和 

均 是 有 痕 环 (元素 个 数 分 别 为 入 gp; 入 i( 困 ))， 由 于 bp 和 轩 分 

别 是 Ox 和 Oz 的 极 大 理想 , 从 而 Oz/p 和 Orz/ 串 均 是 有 限 域 , 而 前 

者 是 后 者 的 子 域 ， 此 

注 记 对 于 每 个 数 域 多 和 每 个 素数 p， 显 然 Or 中 均 有 素 理 

想 p 使 得 plp， 另 一 方面 ， 如 果 p 和 为 不 同 的 素数 ， 而 hb 和 六 

为 Or 中 素 理 想 ,plp, plp， 则 pnZ=p 到 p=p' 几 忆 ， 这 就 天 明 

p 关 Pr， 由 于 熟知 存在 无 限 多 个 素数 p， 从 而 对 于 每 个 数 域 ,Ox 
中 存在 着 无 服 多 个 素 理 想 . 

”现在 可 以 引进 素 理 想 分 解 的 三 个 最 基本 参量 ， 设 5/K 为 数 
域 的 扩张 。 对 于 Oz 中 的 素 理 想 p, pOz 在 Oz 中 的 素 理 想 分 解 式 
为 : 

DOz 一 条 肌 2 再 9，e 荆 g>1., 
hb 在 Cz 中 的 9 个 素 理想 因子 出 (ss< 人 可 以 用 第 ,Or=p 来 刻 
划 ，e 叫 作 是 第 ;的 分 歧 指 数 ( 这 个 名 称 来 源 于 代数 几何 ), 表示 成 
6 一 e( 补 /Pp)， 如 果 e613， 称 吊 ;是 (对 于 扩张 5/ 的 ) 分 歧 素 理 
想 . 否则 便 称 第 ; 是 不 分 歧 的 ， 如 果 ma， …，e 中 至 少 有 一 个 大 于 
2, 即 第 :，…，, 第 , 中 至 少 有 一 个 是 分 歧 的 , 便 称 p( 对 于 扩张 上/ 区) 
是 分 歧 的 .否则 如果 兄 :，…， 有 $y 均 是 不 分 歧 的 ， 便 称 h 是 不 分 
歧 的 。 数 g 叫 作 是 分 裂 次 数 。 最 后 ， 根 据 引 理 霸 可 知 Orp 利 

Ca/ 再 均 是 有 了 眼 域 ， 并 且 后 者 是 前 者 的 扩 域 . 这 显然 是 在 限 ( 次 ) 
扩张 ， 其 扩张 次 数 [Ory/ 菩 :Oxy 站 时 作 是 第 (对 于 扩张 五/ 尼 ) 的 条 
祭 类 域 次 数 ， 表 示 成 , fy/ 门 ， 这 三 个 基本 参量 多 ev 由 各 

— 《8 一 - 


了 PVPp) (1i<9) 之 间 有 如 下 关系 . 
定理 已 设 L/K 是 数 域 的 扩张 ,n= [ 工 :下 1, 8 为 Ox 的 素 理 
想 , KOzL= 羽 和-… 宙 多 为 hb 太 在 05 中 的 素 理 想 分 解 式 ， 台 一 包公 op)， 


.FR (LSEE9), Sefsmn. 

证 明 由 pOz 的 素 理想 分 解 式 可 知 Nz (pO 一 并 Ws" 
但 是 亨 z( 轨 一 10/ 各 | ,而 0s/ 第 ,是 有 限 域 Oz/p 上 的 f: 维 向 量 空 
间 ， 从 而 Wz( 币 ) 一 10c/ 遇 | = 1Or/p|% 于 是 Ws p02) I 作 |0x/ 


pj 入 一 Og/b| 坟 生男 一 方面 , 作 陕 身 

pg: Or~—>OrpOr, op) 一 2 一 2-HhbOr (EOr); 
则 2 是 环 邮 态 ， 并 且 开 erp= Cazmbor=p( 为 什么 )， 从 而 有 限 
域 Cr/ 可 看 成 是 有 限 环 Oi/pOz 的 子 域 ， 于 是 下 一 OpbOu 是 有 
限 域 丰 =Oxr/p 上 的 向 量 空间 ， 记 这 个 向 量 空 间 的 维 数 为 n= 
dimzV， 则 和 Ni(hOz)=|0r/pOrl=|VF=|K|*=|Ox/pj 和 从 而 


jf, 于 是 我 们 只 需 再 证 明 充 =w 即 可 ， 
我 们 先 证 明 <n( 这 等 价 于 Corfe<n). 设 w … wu 是 Or 


中 任意 ”十 奔 个 元 素 ， 由 于 [ 工 ;K] 一 n， 从 而 存在 不 全 为 0 的 a 
…，o+dE 到 ,使 得 

A (x*) 
必要 时 将 4， ，…，am+1 飞 以 Oz 中 同一 个 适当 的 非 零 蓝 数 (例如 习 
以 CC 的 “公分 母 ”)， 我 们 可 以 假设 Ot Ontl 均 属 于 
Or. 现在 令 a= (oa -…， om+1), 这 是 OF 中 的 理想 , 于 是 有 整理 想 
了 ,使 得 ob 一 (a) (op,aE Or, 从 而 存在 8Eb, 使 得 Ba 生 (a)p. 因 
此 : (i) (B/eja 一 Bb-1COx. 由 时 可 知 (B/@)*%€ Or(1<si<cm 二 1; 
(1) (B/cja Eb. 由 此 可 知 , 至少 有 一 个 使得 (B/ 反 -as 生 p, 换 句 话 
说 , 如果 令 7. 一 (B/o)ro, 则 YE Or(sa<swn 二 1 并且 至 少 有 一 个 
6s， 使 得 Yip, 即 在 K=Ox/p 中 yy 关 0、， 现 在 将 (*) 式 诸 项 乘 以 
By/a， 即 得 到 yi 十 … 十 ?wazofi 一 0。 然后 转 到 商 环 中 ， 则 为 

一 和 一 


0 并 7 不 全 为 0 这 就 表明 信 = 
Oz/pOz 中 任意 % 十 1 个 元 素 二 …, Vi 在 尽 =0g/p 上 都 是 线性 
相关 的 , 从 而 n= dimx <<%. 
现在 我 们 进而 证 明 元 =m%。 当 下 一 @ 时 证 明 是 容易 的 。 因为 
这 时 Pp 即 为 主 理想 (p), j 为 素数 , 而 Ox/p 二 也/ (Pp) 为 元 域 ， 设 
{er …， os} 为 Oz 的 一 组 整 基 , 则 On/(o)Oz 一 (Za 四 … 四 Zoow)/ 
(ZpoD DDTpon) ZO Lp DPD DZ Lywn ZPD) DP:…OD 
Z/(p) lw 个 )， 因 此 充 =n， 从 而 对 于 下 二 @ 这 一 特殊 情形 我 们 也 
就 证 明了 定理 . 现在 考虑 一 般 情形 ， 上 述 证 明 不 能 直接 用 于 一 般 
工 po ,por 的 到 ， 因 为 五 中 素 理 想 p 不 一 定 是 主 理 想 ， 
上 避 | 而 0z 在 Or 上 也 不 一 定 有 相对 整 基 ， 但 是 
人 我 们 可 借助 于 @( 如 图 所 示 )}， 我 们 知道 ， 
pn 互 是 之 中 的 素 理想 ， 从 而 p 门 Z 一 DZ 罗 
为 素数 ,于 是 pjp。 设 2Oxk 一 二 … 扩 是 理想 wzOx 在 Or 中 的 素 理 
想 分 解 式 , 6, 二 elps/p)， F=f p/p), 由 ?为 某 个 fp。 并且 上 面 已 


经 证 明了 Bj [K:Q] =m, 又 令 已 一 Or/po Fr 一 OopOu 则 
到 ,是 域 玉 ,上 的 向 量 空间 ， 令 维 数 为 办 =dinx 太 我 们 上 面 也 已 
经 证 明了 ma<Sm(T<i<m)， 出 于 DO 一 (pO -pOL)Y, 从 而 
[0s/p0il = Ns(p00) 1N pOnN™ = TIOs/pOsl® 
号 JI 1OQr/ pas 一 Lp. 
f==l1 #=1 
另 一 方面 ,我 们 已 经 知道 ]Qz/pOr5| =pE9 一 Dr。 于 是 - 
Wn 一 Ee Dn nm, 
从 而 必然 要 mlI<j<7) 均 等 于 mw 才 行 ， 而 i 是 菜 个 训 ， 因 此 训 = 
名 ,这 就 完成 了 定理 5 的 证 明 . 是 
出 定理 5 可 知 ,g 的 最 大 值 为 nn 一 [L:K]. 并 且 当 gn 时 ,@ 
条 六 均 为 1， 邑 
pOz = PP, eCPi/p) = 了 (Rp) 一 于 (1<é<n), 
一 


wu 


作 寺 我 们 称 Ox 的 才 塑 想 p 在 户 中 完全 分 到 妇 一 个 极端 是 4 一 人 
的 情形 ， 此 时 g=1， 于 是 pOz 一 下 "从 而 eGR/ 和 =%, 天 宁 Ag) 一 
四 ,这 时 称 p 罕 匡 中 完全 分 层 ， 最 后 ,车 104= 末 (g==1, e( 吊 /个 ) 一 
1, 7 丽 /入 一 m， 则 称 ? 在 五 中 是 惯性 的 ， 这 是 因为 Or 中 素 理想 
扩充 成 Or 中 理想 pOz 之 后 仍旧 是 索 理 想 、 
定理 6 【传递 公式 )， 设 工 /M 和 af/ 忌 区 是 数 扰 的 扩张， 所 
， 卫 分 别 是 Ox, Ou Oz 的 案 理 想 , 并 且 卫 | 办 |p (如 图 ). 则 
~ e{P|p) =elP/¥) eCB/p), FCP/D) 2 
—f(P/R) FR/P), 
证 明 ”由 于 pOxw := 再 ?人 /pp 和 Or 一 PoCP7 RD) 2 其 而 
POs (POW) Or = (PP Or PONE... 
一 PrP/P)eR/p),.. 
另 一 方面 ，pOz 一 Pr"P/w.… 因 此 e(P/p) 一 e( 王 / 瘦 )e( 第 /pb)， -类似 地 
兆 虚 有 限 域 的 扩张 Ox/pCOw/ 宁 EOz/P, 好 知 
FP/p) = LOW/ P:Or/p] = [Oi/ P: Ou/$]* [O/B:Or/D] 
—f(P/P)f(P/p), 由 


HR 一 说 
. 一 可 一 NN 


2.2 案 理 福 分 解 和 多 项 式 分 角 
上 一 小 节 中 我 们 介绍 了 三 三 个 基本 参量 6 记 9 和 基本 关于 nr， 


这 prJ。 在 一 般 情 形 下 ,这 对 于 决定 数 佬 -9, ei 户 是 不 够 的 ， 给 了 ， 


Ox 中 素 理想 b， 我 们 希望 有 办 法 能 够 求 出 9, se 上 户 的 数值 以 及 

在 @r 中 的 全 部 素 理想 因 于 四，…, 第 ， 在 这 方面 ， 人 
有 有 用 前 

定理 了 设 也 /五 是 数 域 的 扩张 , LK(l@m)，wE€ Og = [DD 
KR]. fl) = to t+ “十 cnE Ox [2] 是 整数 a 在 到 上 的 极 小 
多 项 式 , 则 . 

(a) Orx[ 四 是 Oz 的 子 环 ， 并 且 加 法 商 群 Or/Ou[a] 是 有 限 群 
Wh) 设 2 是 素 将 ,为 Or 的 来 再 起 ， les 则 Or 是 特征 ? 2 
的 有 限 城 ， 


一 4 


(ce) 如 果 时 OrxOr[oj|， 令 fo) 在 主 理想 整 区 Oah[ 四 中 

分 解 成 
(oO 一 Zr(2 ega(2m oo(2)2 (modp), 
其 中 2r(2)，…，2ot2) 均 为 Or[z] 中 的 首 工 多 项 式 ， 并且 看 作 是 
Oxz/P[2j 中 的 多 项 式 时 ( 即 多 项 式 系 数 看 作 是 域 Ca/p 中 的 元 素 ) 
为 两 两 不 同 的 不 可 约 多 项 式 ， 则 bp 在 Oz 中 的 分 解 式 为 
: pOz—PE… 第 多， 
其 中 Pi= Cb, pe)), 01= eB), 而 BP) = degp:(2) 
(1<i<y9). 

证 明 

(a) OrLal 显 然 是 Oz 的 子 环 . 由 于 加 法 群 Oz 和 Ox[a] 均 是 
秩 [ 上 . 全 的 自由 人 bel 群 ， 由 Abel 群 基本 定理 不 难看 出 加 法 商 群 
Oz/Or[a] 是 有 限 的 ; 

(b) 由 于 pn 了 =2, 并 且 Or/b 是 p 元 域 写 /p 之 的 扩 域 , 从 而 
Og/Pp 是 特征 2 的 有 限 域 ; 

(0) 令 六 =deg2koCs<si<g。 我 们 先 依次 证 明 以 下 三 件 
事情 . 

(i) 对 于 每 个 名 或 者 第 = Os, 或 者 Oz/ 币 ;是 IOg/p|*， 元 域 .这 
是 因为 : pC%) 在 Ox/p[w] 中 不 可 约 , 从 而 Fi 一 Ox/pLz]/(p:(2)) 为 
域 . 自然 同 态 ; yp: Or[z] p —> Ox/p[ls] /Cpi(w)) 是 满 同 态 ， 并 且 
Ker gp 一 (P，ps《w))， 从 而 有 同 移 Oz[z]/G, Pp(z)) 气 Ox/pTz]/ 
(Br(W)) 天 , .从 而 左边 也 是 域 。 因此 Gp, Pp.(%)) 是 Or[z] 的 极 大 
理想 ， 再 作 喘 射 w; Oxr[Lz] 一 Oz/ 第 ,, (ff(2))=f( (十 时。 这 是 环 
同 态 ， 由 于 B=(p, ps(w))， 从 而 (p, Bi(2)) CKerw, 但 是 Ch, 
Jz)) 是 Orz 的 极 大 理想 . 因此 有 erm 一 (ph, pi《%)) 或 者 Or[z]， 
我 们 再 证 严 是 满 同 态 , 这 只 要 证 明 Or[aj 十 第 ,一 0z 即 可 , 由 于 2E 
Pp 三 第 ,从 而 20x 己 总， 于 是 只 要 证 骨 Oxfa] 十 pOz 一 Oz 即 可 ， 这 
是 由 于 于 |Ozv/Or[ 四 1, 而 |]0r/pOz| 一 入 :9， 从 而 |Dz/Or[a] 十 
20z| 可 除 尽 (OOr[mk [orzo0cl)=1 因此 |9xOx[o 十 
2Ozl =1, 即 0Oz= Oxfodl +POz， 从 而 一 为 满 同 态 ， 于 是 O/B 或 


填 同 榴 于 Of[zl7，P(o)) 宕 已， 从 而 Oz/ 第 ;为 [0x/91! 元 域 ; 
或 者 同 构 于 Or[z]/Oriz] ， 即 第: 一 O 

(二 ) 当 & 天 j 时 , (第 , 册 ) 一 IT 这 是 由 于 2r(e) 和 24(o) 是 Or/ 
Pp[z] 中 不 同和 的 不 可 约 多 项 式 ， 而 Orypiz] 为 主 理想 整 环 ， 从 而 有 
(wv), LC E Or/Pp [21， 使 得 AM 十 kp: 二 1(mod 9)， 代 入 2 二 a 即 
知 pe) ho) + pl Em) = 1 (mod POzr), ee IE (hp, mCo), 
po)) = (Ps, PB). 

(iii) pOr {PE “Pg. 放 是 因 尖 令 yi 二 (2)， 则 第 ,= 0p, 70), 
由 《ii) 知 当 天 时，(p 和 ，76 7) 一 1、 令 aa 一 (p， 误 7? ， 则 
PB Ch, 7 人 p，7a) 一 (3，jya，jya，3?a7a) 一 (pb, Y1, 73), 
Y172) 一 (Pp, F172), P= Pp, y= ps py, 7 Ep， 70. :由 此 
姑 纳 下 去 ， 即 知 员 第 ?ES hy …y) =0， 只 和 需 再 证 a 一 pOz 郧 
可 ， 为 证 此 将 %=c 代入 f(w) 二 p(w) "py(lz)*(modb), 便 得 到 

?=f (0) = 0(modpOrn) ， 即 和 3y9EbhOr， 从 而 a = 小， 
YE = pOr. 

现在 我 们 证 明 《e): 由) 我们 不 妨 假 设 第 ,…, 第 , 均 不 为 Oz， 
而 朵 :1 一 … 一 第 "一 Or， 则 Pl Ei<s) 均 为 Or, 的 率 理 想 ， 并 且 
第 ,一 p. fs (Pp) = [Ozr/ Ri;; Ory/b] 一 户 (1<<s) 由 (ii) 知 第 1， yy 
第 , 两 两 相 异 ， 由 (iii) 知 pOz PB?… 思 4， 于 是 pbOz 一 末 和 … 平 2， 夯 < 
esi<ss)， 由 定理 5 即 知 m% 一 下 所 十 … 十 砚 疡 生 e 广 十 … 十 6 大. 
但 是 由 f (w) 二 py(2)%…pol2)%“(modp) 可 知 有 fi+… 十 epf ,== 
%， 从 而 必然 3 一 9 并 且 oa 一 (1<is<g)， 这 就 完成 了 定理 7 的 证 
珊 ， 和 时 J 
， 法 记 特别 若 存 在 wECr， 使 得 Qi=Or[o， 即 全 :ec，…， 
0” 人 形成 扩张 5/K 的 相对 整 基 时 ， 则 对 于 Dr 的 每 个 素 理 想 ， 
均 可 利用 定理 7 得 到 pO; 的 分 解 式 。 这 就 是 {，a，…，o -二 型 
《相对 ) 整 基 的 一 个 好 处 . 
例 易 证 f(z)=w-Tw+1 是 全 [四 中 不 可 约 劣 项 式 、 设 中 
是 它 的 一 个 根 ， 则 玉 一 @@(o) 为 三 次 域 ， 由 于 三 Go，@) 一 
本 (用 一 一 8 没有 平方 因 予 , 从 而 {l; o o 吨 为 Ox 的 一 组 整 基 ， 即 

一 相 一 


Ox=Ziw]， 于 是 对 于 每 个 素数 2 我 们 均 可 利用 定理 7 给 出 es 
的 素 理 想 分 解 式 ， 例 如; 

”对 于 % 一 2 了 (2) 一 到 二 2 十 上 在 Fafz] 中 份 不 可 约 〈 因 为 je) 
在 FE。 中 无 根 ), 从 而 20x 为 Or 中 宕 理想 , 即 2 在 下 中 是 惯性 的 . 
对 于 p=38,， 了 (wz) 在 Fafz] 中 分 解 为 1(2) 一 (8 一 1) (cs 二 zz 一 
,而 (w2 二 vw 一 了 D 在 忆 s[2] 中 不 可 约 ， 于 是 30x 二 Pps， 其 中 = 
(8, @ 一 1), 和 $s 二 8, w: 十 w 一 1) 为 Or 中 两 个 不 同 的 素 理 想 ， 
并 且 剩 余 类 城 次 数 分 别 为 人 1 和 fa=2. TT 3, 
和 Wgpa) 一 9, 而 9 在 民 中 不 分 野 . 

对 于 2=31,28-zLts (ce 一 83) (zc 一 14)2(mod 81). 从 而 81 Og 
ppp, pi= (31, w—8, ps= (31, @—14), Nalpn 一 个 人 pa) 
一 红 ， 殖 s 是 分 歧 素 理想 ， 从 而 Ee a 


2.3 应用: 素数 在 二 次 域 中 的 分 解 , 二 平方 和 定理 
利用 定理 7， 我 们 可 以 完全 决定 素数 了 在 二 次 域 中 的 素 理 想 


分 解 . 设 达 = -QV dd), dez, 无 平方 因子 . 我 们 已 经 知道 
Or ~ ZBZo, 其 中 
Ye, ， 当 4=9, 3(mod 4 时 ， ee 
oi #41, 当 d=1(mo44) 时 ， aE)={ 


我 们 还 需要 Legendre 符号 (也 ), 它 定义 为 

设 p 为 素数 ,2|@&， 如 果 @ 为 模 ? 的 一 次 剩余 ( 即 有 oK ,使 
得 4 一 afinod 2))， 定 文 (多 ) 如 果 6 为 模 的 p 非 二 次 制作 , 识 
定 X( 3) 下 

定理 8 设 玉 -Q(T),p 为 来 泊 Ne 

(a) 如 果 pia(K), 则 pOg=p’ 六 人 p) =2， mo 并 
歧 ; 

(bh) 着 p>3, 并 且 pta(K)， 刚 当 (全 )= 二 1 时 ,POs pbs 


入 尖 Pa， CPD) 一 本 (ps) 一 2， 即 pp 在 四 中 完全 分 殊 ， 而 当 (5)- 


一 时 ,2pOr 一 凡 交 中) 一 2 即 ? 在 五 中 惯性 ; 

(ce) 车 p=2 并且 pta(K)， 则 必然 6 王 10mod 由 如 果 a 三 
1(mod 8), 则 2 在 下 中 完全 分 裂 ;如果 a 三 5Cmod 8), 则 2 在 六 
中 惯性 ， 

证 明 ”由 于 Or 有 形 如 {1，w} 的 整 基 ， 从 而 对 于 每 个 素数 p 
均 可 用 定理 7. 

人 设 d==2, 38(mod 各 ， 这 时 w= MG， 它 的 极 小 多 项 式 为 
wd,dK)=4d. 


设 p>8.， 当 pid 时 , 如 果 ( 全 ) 一 1， 即 有 soE 之 ,使 得 d= 
《modp)， 则 一 dd 圭 (w 一 QD) 十 0@ (modp).、， 由 2 和 可知 4 世 
~a(mod)， 即 4~g 和 w+g 是 生 /pZ[w] 中 不 同 的 多 项 式 ， 因 
此 pOx=Pbibs, Pi = (2D, /Gd —0) +z (p, Vota =p, NOD)= 
(Pp2) 一 p， 如 果 ( 呈 )= 1, 则 地 -a 为 mod 不 可 约 多 项 式 ,从 
而 pOr 一 p, 入 (hp) 一， 如 果 pj4， 则 42-d=z?(mod p)， 因 此 
POx—H, p— Cp, VI), ND) —p. 

下 设 p2=2， 当 d=2(Cmod 4) 时 ， 03 一 0== wz(mod2)， 从 而 
20g 一 pp 一 (2,， MB)， 术 (和 ) 一 2， 如 果 4 二 8(mod 久 ， 则 一 
d= (z+1)*(mod 2), 从 而 20x 一 p’ b= (2, MG+lD),NO) =2. 
因此 不 论 如 何 ,2 在 区 中 总 是 分 战 的 . 

Qi) 现在 设 4=1(mod 沪 ， 这 时 一 地 (L+V 可, 它 的 极 小 
多 项 式 为 2*-o 一 子 (4 一)E ZIzl], a(K) -d. 


先 设 p>8， 这 时 我 们 仍 用 Z[M3]， 因 为 Or/Z[V | 
|Z[w]/ ZLMV3I1 一 2, 二 是 2|Or/Z[MV31|. 从 而 利用 定理 
训 知 其 结论 与 =2, 3(mod 4 的 情形 完全 相同 , 


再 设 p=2。 当 d=1(mod8) 时 ,2* 一 2 一 子 (dl) = (9 一 l) 


(mod 2)， 于 是 20g= psphs, hi= (2, @) # (2, @—1)=bs, NC) 
一 不 (hy = 2 而 当 @E5CGnod 8) 时 ， 一 wm 一 二 (da—1)=ot+2+1i 


《mod 2) 是 不 可 约 的 。 于 是 2 在 中 惯性 ， 这 就 完成 了 定理 8 
的 证 明 . 和 

作为 定理 8 的 应 用 ， 我 们 来 谈 谈 高 斯 当年 如 何 用 二 次 域 的 素 
理想 分 解 来 解决 “一 平方 和 "问题 .高 斯 的 代数 工具 是 虚 二 次 域 
@Q(2) 和 它 的 束 数 环 之 [ 杀 ,， 5=M 一 I (后 人 将 (从 和 世 铅 分 别 
称 作 高 斯 数 域 和 高 斯 整数 环 ，) 大 家 在 抽象 代数 中 已 经 学 过 , ZE 
是 主 理想 整 环 (或 者 参见 本 溃 第 三 章 )， 从 而 Z[ 杀 中 每 个 理想 
均 有 形式 4 一 (4a+5 们 , a, EZ， 于 是 入) 一 入 (a 十 记 ) 一 《4 十 
部 ) (一品 ) = 中 十 B? 正 好 是 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 ， 换 和 句 话 说 ， 
我 们 证 明了 下 面 的 (a)， 

ta) %E 可 表 为 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 会 ”是 己 [ 和 中 革 
个 ( 主 ) 理 想 的 范 ; 

Cb) 车 % 和 mm 均 可 吉成 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 ， 则 wom 亦 
然 . ee m= NB), gm, BEZ[Y, nm 
N (aB). 

es 我 们 就 可 以 证 明 

定理 高 斯 ,二 平方 和 定理 ) 设 w 为 正 整 数 ,% 一 m2mo，mE 
Z, mo 是 % 的 元 平方 因子 部 分 , 则 ，% 是 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 
今 mo 没有 素 因 子 p= 二 3(mod 仙 ). 

证 明 <， 如 果 mo 一 1， 则 w=m2++03， 如 果 m0 之 2， 则 mo 一 
Pipe， 和 OH，"…，Zs 为 5 之 1 个 不 同 的 类 数 ， 并 且 pi=2 或 者 p=1 
(mod 光 ,车 如 一 2 则 一 13T13， 车 p=1(mod 沪 ， 则 (i )= 
i， 由 定理 8 知 Ds 在 之 [ 包 中 完全 分 发 . 即 p;= hapbs， 录 (pi) = PD 
于 是 由 前 面 的 (a) 知 p; 可 表 成 二 平方 和 .， 表 由 (b) 即 知 mo 一 2 

Ps 从 而 w= 二 m3% 均 可 表 为 二 个 整数 的 平方 和 . 
一 : 假设 ”可 表 成 二 平方 和 ， 则 乙 [i] 中 有 理想 a 使 得 
一 


站 (o) 一 m. 如 果 存 在 素数 p 二 3Cmod 信 ,使 得 Plwo, 则 m 一 mm 中 的 
素 因 于 分 解 式 中 包含 的 奇 次 拓 。 但 是 另 一 方面 ，(- 寺 )= 一 


从 而 由 定理 8 可 知 pOx 一 Pb 为 Or 一 乙 [ 科 中 的 素 理 想 . Np) -Pp, 
并 且 p 是 Z[ 包 中 唯一 的 素 理 想 使 得 P|N(p), 因此 ,者 令 a 的 素 理 
想 分 解 式 中 p 的 个 数 为 12>0, iEZ, 则 w= 和 (0) 一 p*…; 即 n 
中 包含 偶数 个 p, 这 就 导致 矛盾 . 从 而 mm 申 不 存在 素 因子 
»p 三 3(m0d). 上 国 


3.4 判别 式 定理 
在 这 一 小 节 里 我 们 要 解决 这 样 一 个 问题 ; 如 何 判别 素数 2 在 
数 域 到 中 基 否 分 层 ? 对 于 二 次 域 区 的 情形 , 从 定理 8 可 以 看 出 ， 
力 在 下 中 分 层 的 充 要 条 件 是 pa )、，Dedekind 成 功 地 证 明了 ， 
这 个 结论 对 于 任意 数 域 都 是 对 的 、 为 了 证 明 这 个 结果 ， 和 
一 些 准备 工作 ， 
定义 如 果 B 是 域 了 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,并 且 8 本身 又 
是 环 , 同时 对 任意 & 7E B, a 卫 , 均 有 , 
GED = (At) n= (0n), (9 
我 们 就 称 了 是 域 了 上 的 代数 . 
例如 , 设 也 /天 为 数 域 的 扩张 ， 则 五 显然 是 及 上 的 代数 ， 又 
如 , 设 p 为 数 域 尼 的 素 理想 , bjp(Pp 是 有 理 率 数 )， 则 PEP 们 ZZ， 
e 一 epip)， 从 而 pZSPrNZ. 但 是 14jpr, 于 是 2pZSPP 人 2 芋 . 
由 于 PZ 是 忒 的 极 大 理想 ,因此 必然 b* 几 ~pZ， 作 让 然 同 态 7: 
一 Oz/p*， 核 为 Ker gp 一 p* 几 一 p 之 ， 从 而 元 域 Z/pZ 可 看 成 
是 有 限 环 Or/p 的 子 域 ， 于 是 环 Or/p" 为 域 /pZ 上 的 有 限 维 疝 
量 空间 .， 而 定义 中 的 (+) 式 记 显 然 成 立 ， 从 而 Ox/ 为 Z/pZ 虐 
的 代数 . 
设 环 是 域 也 上 的 代数 、{ 全 1, …, 如 是 如 上 向 量 空间 如 的 
一 组 基 ， 对 于 每 个 EB, 我 们 有 
(人 


其 中 4 ( 纺 是 元 素 属 于 域 叉 的 m 阶 方 阵 。 如 果 改 用 向 量 空间 如 的 
男 一 组 基 ， 则 方 阵 4A(8) 改 成 另 一 个 与 之 相似 的 方 阵 ， 从 而 方 阵 
前 迹 富 4) 与 茶 ( 名 上) 的 选取 无 关 ， 叫 作 有 是 元 袁 志 对 于 
召 / 五 的 迹 , 表示 成 Tgp (E)， 当 B/B 是 数 域 的 扩张 时 ,Tp (&) 与 
我 们 在 第 一 章 中 定义 的 迹 是 一 致 的 (第 工 节 习 题 .19) . 
“对 于 吾 中 % 个 元 素 总, …, 名 ,我 们 也 定义 它们 的 判别 式 为 
GayptE ,En) —det (Par EE) (EP). 

引 理 1 设 有 BB，Bs 均 为 域 上 的 代数 ， 则 环 的 直 和 B= 
B19Bs 也 是 了 上 的 代数 ， 此外, 若 { 人 ,一 ， 如 } 和 和 4，…， mm} 分 
别 是 上 向 景 空间 Br 和 Bs 的 基 ， 则 {é 0} 是 
Bi Bs 的 一 组 基 , 并 且 : 

pm) 、 

—dpyr (Sy, “ é») “Gpyp lh, “mn) , : (2): 

证 明 ”直接 验证 即 可 (注意 &m 一 0)，。 重 : 

设 为 数 域 ， 有 理 素 数 p 在 Or 中 分 解 为 pOr 二 敌 …p， 风 
由 中 国 剩余 定理 我 们 有 Ox/pOx 空 Oz/p2O@…@Or/py， 我 们 已 经 
说 过 ,每 个 Og/p?* 均 是 元 域 卫 /pZ 上 的 代数 ,: 从 而 由 引 理 12 可 
知 Gr/pOr 也 是 如 此 ， 

引 理 13 

(3) 设 {@i，…:，cww]} 为 OF 的 一 组 险 基 ,、 网 os，…，Gn} 为 
2= Or pOx 的 一 组 Eo- 基 ， 其 中 对 XE Or， 我 们 以 和 表示 和 的 模 
.pOr 剩余 类 , 而 Fy 表示 p 元 域 ; 

(hb) ME Or, 则 Tass, =T Ea), dnp, (Bu, tn) (ER). 
证 明 


(a) 中 元 素 均 可 写成 7, YE ov 由 于 Y= Sow (0:E ZF), 
从 而 7 一 pon(6.E Fs)， 另 一 方面 ， 如果 启 56; 一 0(GEF,，a€ 
台 , 则 之 eeorE pOr, 于 是 这 czas 一?( 守 Gio, )，diE Z, 从 而 wm- 
P41<i<m)， 即 0 一 0(C<o<n)， 这 就 表明 {2 …, 避 } 是 台 的 


-0 


一 组 忆 ,-- 基 . 

(b) 对 于 KE Or，、 令 和 (oa，…，om] = (@1 6) AON), 
4 以) = 二 (0) ， 0yE Zmod Pp 之 后 为 A 一 (oil 0, wo) 
(JU ， 的 (A) 《ci )， GyE FEF; 于 是 

Tp/s, MN) =—T AM 一 下 人 人) 一 了 are)i 
dg/ro 1, 7 Wn) — ot DE/p, Ces) ) 
=detratww)) = dK). . 量 

现在 考虑 FF, 上 的 代数 B, 一 Og/pr， 由 于 |0z/p* [|= 入 9 = 
Pr, 从 而 向 量 空间 B; 在 域 F。 上 的 维 数 是 ah. 

引 理 入 ” 设 四 …， ?er 是 向 量 空间 Bi 的 一 组 FF ee 划 

dpyF, OH, "Wess) 一 0 © G2. ， 

证 明 ”为 符号 简单 起 见 , 我 们 去 掉 B, @, 有 户 Pp; 的 下 标 j, 对 
于 jE Or, 以 上 表示 以 的 模 p' 剩余 类 ， 

如 时 6>2, 取 xEp 一 PP， 则 x0, mw 一 0. 熟知 我 们 可 以 取 
B, 的 一 组 FFP- 基 {1,，…, tor}, 使 得 生 一 xz, 于 是 (me 一 0d<s 和 < 
考虑 

(mr (一 (4 
从 而 (0 …, 0) 一 (me 0 一人， 4 ， 因 
此 460) 一 0， 即 44me5) 为 医 零 方 阵 、 从 而 它 的 全 部 特征 根 均 
为 0 于 是 卫 pyesteaei 一 Te 一 DOQ<J<c 门 ， 从 而 方 阵 
(Tp/ro lit) 的 第 一 一 行 元 素 均 为 0, 于 是 dy/F, (&1, 0*, él) 
dot(Tpys, (£562)) 一 0. 由 于 dpyrsCny 00) 与 dayr,(E1 ,tw) 
相差 Ps 中 一 个 非 零 元 素 的 平方 , 从 而 dBpyss Gn ep 一 0. 

如 果 e 一 4, 则 B=Og 刘 为 Fo 一 Z/pZ 的 了 次 扩 域 , 即 吾 为 好 
元 域 。 于 是 B/F, 为 单 扩张 刀 一 EC) ， 太 在 Fo 上 的 极 小 多 项 式 
为 Es[z 中 不 可 约 子 次 多 项 式 疙 四， 的 全 部 根 为 尺 2，…， 
Xr ， 并 且 了 I, …， 和 1 是 向 量 空间 B 的 一 组 忆 ;- 直 ,对 于 jE 
B, 令 

WAT, he, 一 (人 ho NAD), 
则 4(p) 为 F; 上 了 阶 方 阵 ， 易 知 fAC%))=4(F(2)) = 4A(0) 一 


一 对 一 


0， 由 于 f(z) 在 F,[z] 中 不 可 约 ， 可 知 f(w) 就 是 4C%) 的 特征 多 
项 式 ， 从 而 4%) 有 ww 个 不 同 的 特征 根 X， 和 ?，…，X?"， 所 以 
4( 和 4) 一 40! 的 特征 根 为 入 X39，…，N9 因此 他 py5, 63) 一 


,CACGD) -号 GDa. 于 是 


dp/roll, 入 ， "yp M+) = 


TR 
— I ,QO 一 20 #0. 


Off— 
从 而 对 B 的 任意 一 组 Fy- 基 Hy，…, wm; 也 有 dB, ，…，) 去 
0. 昨 

有 了 上 面 的 准备 ,不 难得 到 下 面 的 著名 结果 .: 

定理 10(Dedekind， 判 别 式 定理 ) ”有 理 素数 在 数 域 中 
分 歧 的 充 要 条 件 是 p|a(K). 

证 明 ”我 们 有 POF 一 bb?， Or/POrEOr/PED.DOr /ps. 
由 于 心 ,…， cm 是 B 一 Ox/pOr 的 一 组 玉 s- 基 ,并 自 dpvr, (B41，-……， 
6) (FE), 因此 pld(KR) dpr, (G1 6) 一 在 

男 一 方面 , 设 {En，…， 名 ,afi 为 Be 二 Og/p? 的 一 组 局- 基 . 由 
引 理 雹 知道 从 ,|1<io<g, 1<j<e 有 是 B 的 一 组 Fs- 基 ,并 且 

Apes (és log, lL<j<ef)) =Il dor, (él1<j<efi)) ; 
i (DD 
于 是 2| 引 天 )<> GBFs(ol on) 一 De (TD) 式 左边 为 0 心 伯 式 右 
边 至 少 有 一 个 困 子 为 0 全 至 少 有 一 个 ep 2 全 p 在 到 中 分 此 目 
由 定理 10 立刻 推出 
. 系 ”对 于 每 个 数 域 ,只 有 有 限 多 个 素数 jp 在 下 中 分 歧 ， 目 

注 记 我 们 在 第 三 章 中 要 证 明 , 当 到 到 全 时 , |d(KK) | 之 2, 这 
就 表明 对 于 每 个 数 域 天 加 ,至少 存在 一 个 素数 Pp 在 下 中 分 歧 . 

例 工 三 次 域 久 = 人 @(w) 《os 十 o 卡 1 一 0 的 判别 式 为 C( 民 ) 

= 


一 - 纪 ， 从 而 只 有 2 一 31 在 玖 中 分 野 ， 
例 2 ”我们 在 第 一 章 已 经 计算 出 ， 分 贺 域 一 Q(t) (一 5 
的 判别 式 是 素数 p 的 方 塞 ， 所 以 只 有 p 存 区 中 分 歧 ， 令 ~ 
(区 Or。 由 于 我 们 已 经 算出 过 在 (1 一 的 一 p,， 因 此 pOr 一 代 
Bik 


Zin 

(1—&») oz= 并 Dp。 当 2 时， 令 E 三 1(mod 六 )， 则 《1 一 
Si 

£9) /LO tit 和 O/C1-L) = (1—t)/(— 
多) 一 1 十 人 3 十 -… 十 LW -ty 均 为 Ox 中 整数 ,从 而 (1 一 L) 和 工 一 2 
是 相 结 合 的 元 素 , 于 是 一 (一 Og 一 (1 一 LyOxr 一 pt， 从 而 pOF 
一 P99?， 由 于 9(p) 一 [及 :Q], 这 就 表明 P= (1 一 Or 必然 是 素 
理想 ,并 且 p 在 芝 一 Q( 必 ) 中 是 完全 分 歧 的 . 


2.5 应 用 ， 纯 三 次 域 的 整 基 
设 .Fo) = 十 qv 1 十 anE 忆 [o， 为 素数 并 且 pla(l 
gp) ， 人 Tan， 由 Bisenstein 判别 法 可 知 f(w) 是 Q[w] 中 不 可 约 
多项式 ， 令 中 是 jw) 的 一 个 根 ， 则 ”次数 域 区 二 (wa) 叫 作 是 对 
于 Pp 的 Eisenstein 型 数 域 , 简称 作 ( 吾 , Pp) 型 数 域 . 
，.， 引 理 声 设 下 一 @(o) 为 上 述 的 (到 Pp) 型 数 域 , 则 p 在 KK 中 
完全 分 野 ,并 且 pt|Or/Z[Iel|. 

证 明 设 ? 为 五 中 素 理 想 , P|p, e=elh| 罗 ， 则 1<e<n. 由 
于 oo" 十 ad 十 … 十 co 一 0, 并 且 Pim(i<o<n), 从 而 cch, 于 是 
@Ehb， 设 中 E 玉 一 站 则 s 关 二 以 加 和 , …， 如 分 别 表 示 主 理想 
Co), (ar!), … (Qn) 中 出 现 的 p 因子 的 指数 ， 则 加 一 %s， 妈 六 
& 十 一 二 58 0， 村 -46 十 8 之 6, 页 一 86。 由 于 加 , 灿 ，… 到 中 的 
最 小 值 至 少 在 两 个 志 处 达到 (第 8 节 习 题 15)， 这 只 可 能 是 ma 一 e。 
但 是 6e<w, 从 而 只 有 s 一 1 se 一 m 即 2 在 攻 中 完全 分 歧 : pOr 一 如 

如 果 %| 上 Ox/Ziwl1|， 则 吉 法 群 Ox/Z[w] 中 有 w 阶 元 素 ， 即 . 
存在 KE Og 一 之 [wl ,使 得 ppp~wo 和 wm 十 二 0,_10* osE 下 .由 
于 POr=p",wEPp 一 上 (因为 = 二 ,从 而 

一 


20- 上 il 十 十 za do 一 DRUG 00Ep 2oGhn 忆 一 

n> p20 EP omEP = HEP = pa = mE 

Cy W200 EP = WeEP P| va Pp | m1. 

于 是 EZ[w]， 这 与 假设 全 Z[w] 相 也 盾 ， 从 而 pt|Or/Z 
Fo， 

例 ”对 于 每 个 素数 p 和 n>2,， 区 一 (YD) 为 (五 Dp) 型 数 
域 ,因为 YP 的 极 小 多 项 式 为 沪 一 多 从 而 2 在 五 中 完全 分 些 并 
且 ptiOrx/Z LN 2] 上 

现在 我 们 来 完全 决定 纯 三 次 域 的 整 基 ， 所 谓 纯 三 次 域 即 指 
玖 一 QQ (Sm mrw 千 Q@. 不 妨 设 mEZ; 加 >0 并 且 澡 没有 立方 
因子 ， 于 是 m% 可 以 唯一 地 写成 m 一 5， 其 中 & 和 5 是 没有 平方 
因子 并 且 彼 此 互 素 的 正 有 理 整数 .我 们 令 

a— Va — Vm, B-F eVa, 
则 及 =@(@) 一 @(8), 并 且 {1, a, B} 是 域 KK 的 一 组 全- 基 ， 这 是 
因为 
dx(l, wa B) -让 del &, on) 一 — Wa 0, 


定理 入 设 玉 ~Q(3/m), w 5, a, B 如 上 所 述 ， 
(1D) 着 2 才 如 (mod 昌 , 则 {, a, Bj} 为 Or 的 一 组 整 基 ; 荐 a 
=b?(mod9), 则 {a B, 7 一 吝 C+oa+5B)} 为 Ox 的 一 组 整 基 . 
| 一 27G303, 若 a!: 寿 562(mod 9); 
CE | 一 3a252， 若 qa? 二 Pp*(mod 9). 
(38) 如 果 plaB, 则 Pp 在 区 中 完全 分 歧 ， 对 于 p 一 8， 则 当 a 
学 bp?Cmod 9) 时 3 在 玉 中 完全 分 歧 ; 而 当 @’=?(mod 9) 时 3 一 
pipa, PrPa, | 
”证 明 由 玉 -@(@) 一 Q(B) 可 知 k 和 B 的 极 小 多 项 式 分 别 为 
万 (@) 一 03 一 ab? 和 Js(w) 一 2 一 6D， 由 于 4 没有 平方 因子 并 且 (a， 
四 一 1， 因 此 对 于 & 的 每 个 素 因子 p, 利用 户 ( 内 可 知 玖 是 (到 侣 
型 数 域 。 于 是 由 引 理 二 可 知 2 在 天 中 完全 分 歧 ( 从 而 到 |C( 下 )》 
一 向 一 


并 且 pHOr/ZIa]|。 类 似 地 ， 用 户 (o) 可 知 对 于 如 的 每 个 案 因 闻 
9 亦 有 内 1d( 开 )，2 在 五 中 完全 分 上 ,并 且 2+|Ox/Z[B]|. 这 就 
证 明了 ; 对 于 每 个 pje5, p 在 玉 中 均 完 会 分 歧 , 并且 吓 | 臣民) ,但 
是 Gx(1l, @, B) = 一 28q252 而 dx(1, a; B) 与 以 区 ) 相 郑 一 个 平方 
因子 , 从 而 Q&( 瑟 ) 一 一 382 或 者 一 27G203. 

如 果 3jez， 下 38 在 五 中 完全 分 睦 . 并 且 当 sl 时 
31|Ox/Zta]|， 而 当 3|5 时 31[0x|Z[8]|. 令 N~-Z@®@Zn@BZ8p.; 
由 于 opp8E Br 一 gaE ;从 而 Z[g]CN,， Z[B8]GN， 于 是 
[Or/ 六 ij 同时 除 尽 |Ox /之 [a] | 和 |Ox/ZL8]|.， 因此 总 有 (|O#/ 
NW. 但 是 dx(1l, ww 8) ~ 一 2 一 |Os/N|*d(K), 而 A(K) ~ 
一 38as03 或 一 274?0?， 从 而 |Oz/ 玉 | 只 能 为 1 或 3; 于 是 必然 |Og/ 
站 1 一 1 即 克 一 Or、 这 就 证 明了 : 当 318 时，{I，a，B} 是 Ox 的 
一 组 整 基 . 

如 果 3ke5， 则 o2=22=1(mod3)， 即 3|(e? 一 5， 令 有 =c 
一 4E Or， 则 玉 一 Q(w) ,而 矿 的 极 小 多 项 式 为 

gD 一 (2 十 加 2 一 0 一 0 上 3ao2 二 35 十 dfa3 一 5 . 
如 果 ?于 B?(mod 9)， 考虑 y(2) 的 请 系数 可 知 玉 为 (如 ，9) 型 数 
域 ， 从 而 3 在 K 中 完全 分 战 , 并 和 且 3t1Ox/Z[w]| = |Ox/Z[al|. 
由 于 过 Z[a]， 从 而 与 上 面 一 样 可 证 得 入, a，B} 是 Or 的 整 
基 ， 从 而 对 全 部 8? 去 9(mod 9) 的 情形 ,ad (KE) 一 dx(1, a,，p) = 
一 27c202 . 

最 后 设 8ta8, 如 二 wg*(mod 9)， 我 们 已 经 证 明了 .3 在 及 中 分 
层 ( 因 为 81d( 玉 ))。 为 了 证 明 8 一 pipa, pi 大 ps， 只 锋 再 证 3 在 太 
中 不 完全 分 战 即 可 .证 明 用 反 证 法 ， 假 如 8Ox 一 pe， 由 于 Ha 十 
8 二 36 十 4 人 一 的) 一 凡 可 知 8 ERP. SEPp, 
则 s>1， 如 果 s23， 则 及 一 8 和 EOx、 以 AD，Ma， Hp 表示 
六 的 3 个 共 范 元 素 ， 则 HK 一 了 Q、 从 而 8@ 一 4 人 十 护 OO 十 
DY YADAD -和 GD (0) DA) ， 于 是 83], 这 与 假设 28a 入 
症 导 ,所 以 Tss2，、 由 于 a 一 此 十 G, 从 而 

ttBaap-t-elm —b)— p+ don + domi qa — 6 一 0. 


一 机 一 


由 于 人 cb, 失 而 (( 加 ，( ) =1, 于 是 科 ()， 又 由 于 人 (os 一 区 )， 
夫 而 ce 一 嫩 中 素 因 子 3 的 指数 7 之 2， 于 是 上 式 左 边 各 项 中 Pp 的 
指数 和 分别 为 3s .3 二 s 和 8， 它们 至 少 有 两 个 为 其 最 小 值 ( 第 三 章 习 
题 15) ， 册 <4 乓 2 可知 88 关 8+s, 肝 7 汪 93 可知 B7 短 38 十 8， 从 而 
必然 BB 一 37 之 8 十 s， 但 是 这 在 + 之 2，1<s<2 时 是 不 可 能 的 ， 这 
:一 矛盾 表明 8 在 | 中 不 能 完全 分 此 ， A 8O0r 一 Pipy， Ph 
bs. 
”于 是 此 aE 805 = 和 ps, 从 而 WE pps, 因 此 HE 

380r 好 8| /一 o 一 26a-ca 一 (aa 十 3B8) 十 (c2 一 主 一 8au)， 于 是 


8| (laa-h8B)， 从 而 7 一 十 (i 寺 gm 二 58) E Ox 由 于 全 村， 从 克 


Or 入 ， 于 是 |0g/N| 一 38，' 令 入 '~Za@ZBZY, 则 思 儿 NN'G 
Or， 从 而 N' 一 0x， 这 就 证 明了 ; 当 0? 二 (mod 9) 时 ,a, BB，7 为 
Or 的 一 组 整 基 , 并 且 C(K) = -8c202。 轩 


习 


1.《a)》 求 素数 =3， 7, 11，13 在 互 =@@(V 二 5 中 的 素 理想 分 解 式 ; 
Cp》 求 素数 2 一 3, 5, 11, 13 在 及 =@(V 了) 中 的 案 理 想 分 解 式 . 

23. 设 及 = 人 @(w), 03 一 一 1 求 p 一 2，3， 5 在 及 中 的 素 理想 分 解 式 . 试问 
昭 些 素数 在 下 中 分 歧 9 

3， 何 种 正 整数 # 可 表 成 4 一 中 二 25?， a、 bE ZZ?( 提 示 : ZLV 一 3] 为 证 理 想 
整 环 ，) 

4. 设 p 为 麻 素 数 ,at 之 , MG 生 史 求证 p 在 下 一 (可 中 必 分 法 。 

5. (4)》 设 VK 为 数 域 的 扩张 。 如 果 数 域 丈 的 某 个 素 理 想 # 在 工 中 不 分 
玻 , 则 它 在 每 个 中 间 域 到 (瑟瑟 E 妃 中 也 不 分 歧 ; 
《b》 将 “不 分 歧 ? 改 成 "完全 分 歧 ”， 则 上 述 命题 (a) 也 是 对 的 。 改 成 “完全 
分 烈 " 也 是 如 此 。 改 成 < 惯性 ? 呢 ? 

6， 设 ZL/ 丘 和 世 /E 均 为 数 域 的 扩张 . 入 EK 中 茶 个 素 理想 p 在 工 中 完全 

”分 法 而 在 中 不 分 野 , 划 INL'= 

7, (Dedekind) 设 玉 =@@(A), 8 一 A? 一 28=0, 求证 ， 
(a) [K:Q]=3; 

一 红 . 一 


Cb》 p= 盐 (? 一 加 一 1E Oz 并且 和 ,和 内 是 0x 的 一 组 整 基 
(6) 2 在 下 中 完全 分 到 | 
(d) 求 p 一 503 在 互 中 的 素 理 想 分 解 式 . 
8. 设 下 是 (BE， 科 型 n 次数 域 ， 求 证 对 于 每 个 YE Or， 均 有 ae Z, 使得 
Nxa(y)=a"(modp). 


.3 伽 罗 华 扩 域 中 的 素 理 想 分 解 


如 果 数 域 扩张 5/K 是 伽 罗 华 扩张 , Hilbert 于 上 世纪 末 研 究 
了 这 种 扩张 中 素 理想 分 解 的 更 加 精细 的 结构 ， 我 们 在 这 节 中 介绍 
Hilbert 理论 的 基本 结果 .作为 应 用 ， 我 们 还 给 出 分 图 域 中 素 理 
想 分 解 的 完整 结果 并 且 在 下 一 节 中 给 出 Kronecker-Weber 定理 
的 一 个 证 明 . | 


3.1 n-efg 

我 们 在 第 3 节 中 定义 了 数 域 素 中 理想 a 的 范 六 rra(a) 一 
Or/a|， 现 在 我 们 将 它 加 以 推广 到 更 一 般 的 情形 . 

定义 设 LI/EK 是 数 域 的 扩张 , 团 和 Pp 分 别 是 荆 和 下 中 的 
素 理想 ， 第 [p，f 一 (第 /bp)， 定 义 丰 zrg( 串 ) =p/。， 更 一 般 地 ， 对 
于 工 中 每 个 (分 式 ) 理想 a 车 …P?” (EZ)， 定义 Nix (9) = 


让 Nx(RB9*， 不 难 证 明 如 此 定义 的 (相对 ) 范 有 以 下 简单 性 质 ( 作 


为 习题 有 D. 
也 如果 立 和 器 均 是 荆 中 的 理想 ， 则 ls (8) - — Nyx 

(Nz,r (8). 

(ID 对 于 ww€E LY, Nir (oOr) =Nyr (0) Or. 

《IT 如果 a 是 玉 中 的 理想 , 则 Nix 人 a0s) 一 tt: . 

(IV) 对 于 扩张 区/Q 的 情形 ， 对 于 五 中 理想 na 这 里 关于 
gia (la) 的 定义 与 早先 的 定义 六 Eja (9) = |Oz/aq| 蚌 一 致 的 (但 需 
把 数 mr 一 |Or/a| EZ 等同 于 之 中 的 理想 (1%) 一 mn)， 


(VY) 设 L/ 了 和 和 恢 /K 均 是 数 域 的 扩张 ， 则 对 于 了 中 的 理 
想 半 ,Nos CA) = Ny Ny CA)). "a 
现 硅 设 了 /五 是 数 域 的 条 罗 华 扩张 ， G- 一 Glal (IL/ 玉 ) 是 该 扩张 
欧 柳 罗 华 群 。 对 于 每 个 整数 a€ Or，a 的 每 个 民 - 共 斩 元 素 cfo) 
(ceEG 与 在 五 上 具有 同一 个 极 小 多 项 式 ， 从 而 均 是 五 中 的 整 
数 ， 即 Cto ECOr， 于 是 ctOz ECOo( 对 每 个 cE 的 ， 从 而 必然 
0 (0 一 Oi<o& G6)、 类似 地 ， 若 第 是 Orz 的 素 型 想 ， 网 oR)= {0 
(mice 多 } 也 是 0; 的 过 理想 , 称 作 是 膝 的 玉 - 共 罗 理 想 . 
.定理 现 设 七 K 是 数 域 和 的 向 罗 华 扩张 ， ww 一 [L;:KK]. GG= 
Gal(J/K). 9 为 Ox 中 的 素 理想 ,p 在 .Os 中 的 分 解 式 为 
POc=PBPie Pg, f= Bt) Us, 
(a) 和 群 刀 在 集合 { 吕 1，…， 平 人 上 是 可 迁 的 ， 即 对 于 每 对 第 
和 囊 , 均 存 在 coEQ 个 得 ocW) 一 种 ;; 
(b) 对 于 每 个 训 分 2，…， 惠 让 就 是 第 的 全 部 到 - 共 固 更 
(©) @= Sn 令 e 一 eu 了 了 一 三 (< 和 
7; 则 n=efg 
(d) 对 于 工 中 每 个 理想 时 均 有 Nix Cid Ou Tle 0D. 
”(&) 由 于 们 是 群 ， 我 们 只 需 证 明 ， 对 于 每 个 4(T<d< 
9, A ck 证明 用 反 证 法 .如 果 帅 ,条 
{o (Py loE G}, 则 由 中 国 剩余 定理 可 知 存在 cE DOr, 使得 wx 所 昱 ;并 
ato (第 对 每 个 o€ G)， 于 是 o(% 华 册 : (对 每 个 o€ 9). 六 此 
Nijr C0) -Ho (0) FP, 但 是 Nyx{m) = Ne(we PN Or pS 


第 1, 这 就 导致 孙 盾 , 从 而 证 明了 (a). . 
\b; 我 们 只 需 证 明 中 的 久 - 共 二 理想 必然 是 第 ，…， 第 , 当 
中 的 一 个 . : 设 第 是 熙 的 一 个 及 - 共 辐 理想 , 则 有 cEQG 使 得 你 一 
(第 ,和 但是 续 [ 人 Ozr=p， 从 而 BNOr=o®) NetOr) =00) = 
pb。 于 是 璐 | 邯 季 必 为 牧 ,，…, 吊 s 中 的 一 个 。 
7 


(©) 对 于 每 个 i <i<9). 由 (b) 知 有 ceEC 使 得 浇 一 
于 是 
人 人 bpOr=o (pOr) = oa R10 (第 Do 
20 (P20 FR) ™. 
当 $ 坟 7 辣 加 从 而 b>2 时 闻 ( 凋 ) 关 c( 币 ) = 由， 因此 和 由 pOr 
的 素 理 想 分 解 式 的 唯一 性 , 比较 上 式 两 边 习 , 的 指数 ， 邯 知 6 一 er 
即 a 一 oa 一 … 一 全， 同样 地 . 
f= [Or/ Be: Oa/P1= [Le (OW /oR :oOr) /oH)] 
= [O/B: Or/p] =f. 
和 于 是 廊 =fs=… 一 fs。， 令 6=@, f= (1<6<9, 则 n= efi 
Sf — Brg、 并 且 pz 一 (和 1 再 7 


， ¢ul 


(9) 让 于 范 六 zz 是 积 性 函数 ， 从 而 只 需 考 碟 石 中 的 素 理 想 
第 即 可 ， 设 第 门 Dr 一 和 ，POF 一 (单轨 9， 第 一 第 :， 玫 一 Bf9， 令 
Dx 为 好 中 国定 外 的 子 群 ， 即 克 一 1EClc( 帅 ) 一 六。 由 于 多 
在 集合 { 吾 一 再 , 朵 > ,再 上 是 可 迁 的 ， A nf/g 
ef. 并且 有 陪 集 分 信 

G=oDa Us U:… Uc Ds, oR) 一 再 (1ss eas 


于 是 下 5 全) -其 cc 0)) -To = OBB 90 
=NorG)O。 上 


3.2 分 解 群 和 惯性 嫩 

我 们 在 定理 12 的 证 明 中 曾经 指出 ， 对 于 数 域 的 仰 罗 华 扩 张 
也 / 羽 和 域 工 的 每 个 素 理想 弟 ， 区 一 {cEGlal( 了 / 忆 )|c( 吾 ) = 宙 } 
是 Gal(L/K) 的 of 阶 于 群 ， 称 作 是 第 (对 于 仰 吹 华 扩张 荆 / 玉 ) 的 
分 解 群 . 令 荆 = 人/ 第 , 罗 一 Or (其 中 pb 一 町 站 0z), 则 工 和 下 均 是 
有 限 域 ,并 且 工 是 尺 的 了 次 扩 域 ， 对 于 每 个 o€ Dn， 由 于 oF) 
一 平 ,从 而 可 以 定义 如 下 的 英 射 : 
o: EL, (人 一 Co) (GEOL, 8= 二 
这 个 映射 有 如 下 的 性质 ， i 


《人 《D 首先 ,映射 o 是 可 以 定义 的 ， 因 为 车 4&5€ Oz, <5 则 
4~5E 第 ,从 而 ol@) -ac 人 一 (一 及 Ge 人 有 ) 一 困 ， 即 5 (四 一 
cg ol5) 一 5(5)， 即 0(6) 与 剩余 类 5 中 代表 元 4 的 选取 无 
关 . 
(2) 5 是 域 工 的 自 同 构 。 因 为 
CE 一 I05 土 下 一 Coy 士 rr 人 一 ao) 士 rC( 共 
一 Ifa) 士 IO(B)， 

类 似 地 58: 一 5(@) .3505). 从 而 5 是 域 五 的 自 同 态 进而 
Kero={a|o(l@) =0} ={a|o(0) ERP} 
~{Z]4€ o71 (8) —$} = {0}, 

从 而 5 是 单 同 态 ， 最 后 , 由 于 荆 是 有 限 域 ， 从 而 也 必然 是 满 同 

态 , 即 5 是 域 工 的 自 间 构 . 

(8) 了 固定 六 中 每 个 元 素 . 这 是 因为 若 &E KK, gE Or， 则 
o(a) = Co) = 他、 

由 以 上 即 知 ， 对 于 每 个 ee Da，. 我们 按 上 述 方式 定义 出 的 5 
属于 上 /RK 的 徊 罗 华 群 Gal(L/ 尼 )， 从 而 又 给 出 映射 : 

w: Da— Gal(L/K), wo)=o, | 

引 理 16 w 是 群 的 满 同 态 , 并 且 Kern 为 Is = {cE Dx|o 
(WW 二 c(mod 第) ， 对 每 个 wxE Oo |I8| e，Da/Ts 为 子 阶 循环 
群 , 


证 明 设 crE Ds, 则 对 每 个 xcE 工 , cE 0z, 均 有 

GT (mW) 一 ITfa) 一 了 人 Ca) 一 0 (a) ， 

因此 oT 一 0T, 这 宕 明 ;是 群 的 同 态 ， 为 证 天 是 满 同 态 ， 只 需 证 明 

对 每 个 Se Gal(L/K), 均 存在 0E Ds 使 得 =0， 我 们 知道 ， 

限 域 扩张 也 /到 均 是 单 扩张 工 = 玉 (4)，a&E Or (附录 卫 ， IV).: 

5 表示 了 的 子 域 , 它 在 期 罗 华 对 应 于 对 应 于 群 Da, 即 
Kr,=—{aE Dlo (lm) 一 0 对 于 每 个 cE Dy}.、 : 

从 创 罗 华 扩张 基本 定理 (附录 B，(16)) 知 道 LKbK, LDL/Kp 

是 ef 次 若 罗 华 扩张 ， 并 且 Gal(L/KDp) Da。 令 Op 一 Or， 第 日 


Oo 一 第 bp, 则 第 bp 站 Or 一 条 站 Oz 一 p， 从 而 我 们 有 下 边 的 图 表 . 

由 于 Gal(J/KDp) 一 Dy, 而 对 oE Dy 均 有 o( 钊 ) 一 沙 ，、 从 定理 
12(5) 即 知 利 对 于 扩张 /Ko 是 各 其 纯 的 , 四平 了 全 }y 
此 弄 p 在 工 中 的 素 理想 分 解 为 第 50o 一 音 ".a 一 各 E2 D8 
8( 遇 / 肿 D) 。， 令 六 一 丰采] 第 几 ， 则 eek 各 pt) 一 9 天 eatzymj 
se 第 /p) 一 8 关 : 了 只 6p| 坟 二 了 吊 /p) 一 了， 但 是 2f' 一 [L: Kp] 一 eof， 
这 就 表明 ge 一 e 六 = 了 ,并 且 e( 纪 p/p) 天 各 op) 1， 特别 地 我 们 
得 到 Op/ 外 p 一 Or/p， 令 a 在 下 nb 上 的 极 小 多 项 式 为 

f (0) =s to It td, mE On， 
则 f(z) 的 每 个 根 均 有 形式 o (a), oE Gal(I/KDp) 一 Ds， 将 f(w) 
的 系数 模 第 bp 之 后 ， 得 到 了 (2) 一 gr 十 gw! 十 … 十 5E Op/ 轴 bp[2]，, 
由 于 0p/ 第 p 一 Oz/P 一 尼 ， 从 而 所 中 可 取代 表 元 ( 仍 记 为 雄 属 于 
Ozr(1<e<r) ,因此 可 认为 了 (w)E 尺 [xw]， 而 这 时 了 (w) 的 每 个 根 均 
有 形式 co =o(a)， 由 于 4 在 尺 上 的 极 小 多 项 式 为 f (2w) 的 因 
式 ， 从 而 “的 玫 - 共 辑 元 5(o 是 (wo) 的 根 。 从 而 ca) 必 有 灌 式 
oom) 一 0(a) ， 这 就 表明 存在 0€E Bg， 使 得 5(a =6( 加 ， 由 于 
工 一 六 (o) ,因此 5 一 5， 即 m: De -> Gal(IL/K) 是 满 同 态 . 
最 后 ， 、 
Kerr={cE Dalo=1}~—{o€ Dalo (a) —a, 对 于 每 个 2€ 可 
~{cE locko 二 acGnod 匈 ) ,对 于 每 个 cE Or 一 Ty. 
从 而 Ds/Tw 们 Gal (Z/ 尼 )， 但 是 右边 为 了 险 循 环 群 (附录 B， 
(17)), 从 而 Da/Is 也 是 如 此 , 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 。 和 

引 理 16 中 的 群 7 叫 作 是 第 (对 于 徊 罗 华 扩张 L/ 玉 ) 的 惯性 
群 ， 这 是 分 解 群 Dx 的 。 阶 正规 子 群 ， 并 县 Ds/ITs 为 f 阶 循环 
群 。 在 仙 罗 华 对 应 下 ， 分 解 群 Da 对 应 的 域 Kn 一 {a€ Llo(@) 一 
a， 对 每 个 cE€ Dx} 叫 作 是 办 的 分 解 域 ， 而 惯性 故 z 对 应 的 域 
Ki 一 {0E Lo (wm) 一 a, 对 每 个 CE Is} 叫 作 是 吊 的 惯性 域 .于 是 我 
们 有 KpEK,CL, [L;KN] =e@, [Kr:Kp]= | Ds/Is| 一 六 
[Kb:K] = 

定理 18 设 工 / 芭 为 数 域 的 俩 罗 华 扩张 ，% 一 [ 瑟 : 有 ]， 到 中 


素 理想 p 在 卫 中 的 素 理 起 分 解 式 为 
pO = PB), F=f Ph) Li), 
»=efd. =$. 
令 Ds, Tn，Kz， 区 1 分 别 是 吊 对 于 分 罗 华 扩张 WE 的 分 解 税 、 
惯性 群 .分 解 域 和 惯性 域 , 则 我 们 有 如 下 的 图 表 : 


〈 素 理想 分 解 ] ”【 域 ) 〈 铬 ) { 剩 俯 燃 大 ) 
R L py Tou/R 
六 直 ， RO0s/W, Or 一 Orr。 
中 x be g 2 Pp, Op—Og2, 
+ K GallL/K)} . X=0Oz/h, 
具体 说 来 就 是 


(@) YK:, 了 /np 和 尺 1/K5 均 是 伯 罗 华 护 张 ， 其 伽 罗 华 群 
分 刚 为 Zw， Ds 和 De/Ig 守 dal(L/RK). 
(hy: 令 各 :一 溃 站 Oz, 从 5 一 第 门 Op， 则 ; 
OD = 一 再 站 Or，e( 第 op) = fF (Pp/P) —1, 并 且 当 Ds 为 
Qal(IL/ 到 ) 的 正规 子 群 时 ,pb 在 下 bp 中 完 舍 分裂 ; 
(i) PpO1 = Pz, f OB/ Bo) 一 六 了 即 菠 p 在 EK! 中 是 惯性 的 ， 并 
且 剩 余 类 域 次 数 为 站 ; 
Ci) 种 1Dz 一 末 ， 了 (时 /第 站 一 区 ( 即 第 在 匡 中 完全 分 歧 )， 
(人命 对 于 每 个 og€ Ga(L/K)， 则 Ds =—a Dpo™, 一 
“Tec Ki ~ (Ei) Ry —olKRomd,. 
0 | Wi 
(a) 由 务 罗 华 玫 论 即 可 王 得 (注意 ij 为 铭 罗 华 扩张 是 
由 于 I% 为 Ds 的 正规 子 群 ;， 
(b) 白 于 ee(B/p) =e( 镍 /Be(Bi/ Bp) on/p), f=f (RP] 
) 一 下 (第 /第 1) 了 ( 轨 /第 8) ;了 Ro/p). 我 们 在 引 理 16 的 证 明 中 已 经 
得 出 e( 第 ppp) = 了 Bp/P) 1， 最 e /Pp) = (F/R eB/PD) = 
@,f(R/ 宙 p) = 了 (PB/ 第 Df Pi/PBp) 一 f， 并且 当 Da 为 Gal(L/K) 
的 正规 于 群 时 ，Kp/ 下 为 印 罗 华 扩张 ， 期 牧 p 在 正六 中 完全 分 
一 和 一 


测 。 伙 而 考虑 合 罗 华 扩张 也 /下 +;。 轩 定 义 不 难 看 出 希 对 于 扩张 
L/XK1 的 分 解 群 和 惯性 群 坪 是 Tp， 因此 (PB/RD) 下 Ig/7s| =1. 
于 是 了 (By/ PD) =f, etR/BD) = LL: KN/ OR/ 6/l =e, sR 
/Pop) =f/f Ri/RD) 1. 

(0) 由 于 rEDy 中 R= 入 oro To (PR))=o Mm) oOo! 
和 了 -qh, 这 就 表明 Do 一 oDao 71， 类 和 似 可 证 Tr 一 oIw0-!， 另 
一 方面 ， 

gE Kg TO) =a( 对 每 个 +E De) : 
ecro (Gg (0))~ala) (对 每 个 ovro 1€ 
~ oDro™ = Dg) o (0) € Kpoop, 
从 而 K no) 一 cz)， 同 样 可 证 Krocpy 一 oRKm)， 目 
注 记 设 DIK 为 数 域 的 徊 罗 华 扩张 。 如 果 其 伽 罗 华 群 

Gal (DL/K) 为 Abel 群 ,我 们 也 称 L/K 为 Abel 扩张 类 似 地 , 如 
果 Gal(Z/ 环 ) 是 循环 群 ,也 称 上 /KK 是 循环 扩张 。 从 定理 13 可 以 
看 出 ,对 于 Abel 扩张 也 /下 ， 若 五 的 素 理想 在 五 中 分 解 为 一 
CP 市’ 则 Da,(<i<g) 均 相等 . 我 们 可 以 将 它 卖 示 成 D,, 叫 
作 是 ?对 于 也/ 天 ) 的 分 解 群 ， 类 伏地, TsC1<i<g) 也 均 相等 , 表 
示 成 mmP， 叫 作 是 P( 对 于 了 /无 ) 的 惯性 群 ， 在 修罗 华 对 应 下 , D, 种 
了 对 应 的 域 分 别 为 Kp 和 KK, 后 关 也 分 别称 作 是 p 的 分 解 域 和 
惯性 域 。 于 是 当 三/ 忌 为 Abel 扩张 时 ， 可 以 把 定理 18 粗略 地 使 
述 为 , hb 在 分 解 城 Kb 中 完全 分 殊 ; pOp 一 第 5,4… 第 p,o; 每 个 末 p,i 在 
惯性 域 区 ; 中 均 惯 性 ,第 p,:Or= 宙 1,， (leé<9), f (RRp,y) 二 ;最 
后 ,每 个 第 i,; 在 工 中 均 完全 分 歧 : 囊 ,， Oz 一 琳 f， 总 的 结果 为 pOz 一 
a 


3.3 Tobenima 自 同 构 

设 D/K area 如 果 玉 的 素 理想 | pb 在 也 中 
不 分 喜 ， 即 pOr 王 和 1… 吊 、 第 = 条， 则 由 定理 18 可 知 Ig 一 {1} ， 
而 Ds 是 也 阶 循环 群 ， 9 Ds 正则 同 构 于 剩余 类 域 的 件 罗 华 群 
Gal(L/K). 注意 |K| 一 |Oglp| 一 入 gap)《 以 下 简 记 作 入 Cp))， 


内 而 Gal(Z/K) 是 由 了 阶 元 素 5， YP yyED) 所 生成 的 
(附录 B(17))。 在 正则 同 构 之 下 ，Da 中 对 应 于 e 的 元 素 表示 成 
(区), 它 是 了 阶 元 素养 且 生 成 Ds， 我 们 将 (了 和 -) 叫 作 是 第 对 
于 LI/K 的 Krobenius 自 同 构 、 Ds 中 的 Frobenius 自 同 构 这 个 
元 素 可 以 用 
(>)e=em nod®) (对 每 个 mE Or) 

来 刻 划 ， 这 是 因为 如 果 YE Da 并 且 对 每 个 wE 0z 均 有 Ta 二 on 
Gmod 币 ), 则 在 正则 同 构 De 宕 Gal(Z/ 瑟 ), 叶 半 之 下 ,对 每 个 GE 了 
均 有 二 一 59 即 二 wo， 从 而 一 ( 攻 才 ). 


关于 Frobenius 自 同 构 的 基本 性 质 为 : 
” 引 理 17 设 工 /KK 为 数 域 的 佑 罗 华 扩张 , 町 |p， 其 中 第 和 
分 别 为 五 和 KK 的 素 理想 ,并 且 eR/) 一 二 则 
的 ”对 于 每 个 ve gal(WK), (2 -0 (于) 
(b) 如 时 如 是 卫 / 忆 的 中 间 域 (从 而 厂 / 吾 oo 扩张 )， 
争 NOs 一 hs, 则 es) ~ 并 且 ( 蕊 后 ) 一 (2 区 ”“ 
(0) 如 果 吾 /KK 也 是 向 罗 华 扩张 ， 则 el 第 a/p) -1 并 县 
B/EKN_/L/EN //L/E | 
入 )-( |(( 庄 刀 上 的 要 抽 ). 
证 明 
人 (FE) a = ar% (modP) (aeE.OD) > ) cr-ire 
(0)) = (0 (0) ”9 (mood o(P NwE OD EK) 
天 /天 1 _ /LL/EN 
(b) Nyse Ps) = Nesa PY Pe 
2 ) a zp) Bap 有 


Ciau =as (mod 


= (modP) (rE O07) 


>) -(2). 


© . 由 于 (DE) (nodW (aE 0 ,而 BNOs Ps, 


从 而 对 a 0s 有 ( 攻 民 )a=erm (mod Ba), 这 就 志明 (了 |， 

E/EK 
-( Ps ). 多 

作为 引 理 17 的 应 用 ,我 们 有 如 下 的 引 理 18, 在 第 五 章 中 要 用 
到 它 ， 

引 理 好 

人 a) 设 轧 / 玉 ，Bs/K 均 是 数 域 的 佑 罗 华 扩张 ， 荆 = 吾 : 吾 s( 域 
的 合成 ， 见 附录 B，QUID), 则 L/K 也 是 傣 罗 华 扩 张 并 县 
Gal(L/ 政 ) 同 构 于 直 积 Qal(B/KK) xGal( 百 xy 五) 的 一 个 子 群 . 

(b) 下 中 素 理 想 p 在 五 中 不 分 歧 兮 p 在 已: 和 五 s 中 均 不 
分 歧 . 
(ce) pb 在 荆 中 完全 分 裂 写 pp 在 了 瑟 和 加; 中 均 完全 分 列 . 

证 明 

(a) 吾 / 五 全 一 1 2) 为 詹 罗 华 扩张 一 也 是 某 个 多 项 式 f(z) 
EK[Ew] 的 分 裂 域 人 C=1， 沪 芒 了 一 如 .Bs 是 多 项 式 放 (ww)f2(%) EE 
KK [2j 的 分 裂 域 二 上 /KK 是 从 罗 华 扩张 。 进而 , 作 映 射 
p: Gal(L/K)—> Gal(W/K) xGal(Bs/K),opP(o|g,, ols), 
易 知 p 为 群 的 单 同 态 ， 从 而 Gal (I/K) 辐 构 于 Gal(B/K)x 
Qal( 乃 /KK) 的 子 群 p(Gal(L/K)). 

(by 设 肿 lp， 第 为 卫 的 素 理想 ， 又 令 第 = 第 站 On,(5 = 
2), 车 o&E .Dy, 则 oP)= 宙 .从 而 cB)=oPN0s) 一 o( 镍 ) 站 
oOs) = 和 PN0g,= 和 FP， 因 此 o| 了 EE DGG=1, 2), 即 p(Dy) GS 
Dx, x Ds, 同样 可 证 p(TI9) 生 Tp,XIw%. 从 而 pp 在 五 中 不 分 歧 
G1，2)<> 了 内: 一 了 各 一 车 } 一 了 和 一 1 一 在 五 中 不 分 歧 、 反 之 ， 
人 1， 为 中 也 
不 分 歧 ( 第 节 习 题 态 . | 


一 人 一 


(© 从 下 理 立 知道 ,p(( 台 EE))-((E)|， (BE)|,) 
-(( 到 到 ) ( 琵 开 )) 从 而 "在 五 申 完全 分 裂 中 oC/ 


-B/D -lo )-1o (WE) (2 和 ) -1oe? 
在 和 Bs 中 均 完 全 分 弄 。 四 


3.4 素数 在 分 贺 域 中 的 分 解 

作为 Frobenius 自 间 和 构 的 又 一 个 应 用 ， 现在 我 们 给 出 分 珂 
中 素 理想 分 解 的 一 个 完全 刻 划 ， 我 们 已 经 知道 , 对 于 分 圆 域 五 一 
Qn) ,Ln 二 6" 人 议 夫 20mod 和 4， 则 五/ 和 是 Yom) 次 合 罗 华 扩 
张 ， 并 且 其 伤 罗 华 群 Gal(K /他 正则 同 构 于 (ZZ/m22)*..06 a 
((&, mm) 一 上 其 中 ae 是 Gal( 下 /全 ) 中 满足 oolLm) 一 4 的 元 素 ， 
而 & 为 模 w 剩 余 类 , 于 是 及/@ 是 Abel 扩张, Lr 在 @ 上 的 极 小 多 
项 式 是 分 加 多 项 式 Bn(%) 一 2- 56m)。 最 后 ,由 爷 罗 华 理 论 易 知 


QEm) GE,) — (0 (Frm,m), Q: 人 NN QC) —@ (Lm,s). 
定理 1 设 天 一 四 (双关 3(mod4) , 则 

(a) 素数 p 在 太 中 不 分 收 的 充 要 条 件 是 ptm， 并 且 在 这 个 
时 候 ，POx 一 Ps… 和 和 ， 黄 中 9 一 弄 如， 而 了 一 eg) 等 于 
pmodm) 的 阶 数 ( 即 了 是 满足 yy 二 1 (mod m) 的 最 小 正 整 数 ). 

Cb) 如 时 plm， 令 wy ptm， 则 gO5 一 (bib)"， 
其 中 e=p()， gE, ff (psp) 为 p (m6d m 人 ) 的 阶 数 . 

证 明 

(a) 第 一 推断 是 由 Dedekind 判别 式 定 通 和 |d(K)| 一 mrooy 
黄 prwye -3 (第 一 章 定理 12) 推出， 至 于 第 二 推断 ,我们 只 需求 出 
7 Gyp) 中 二 pi) 的 值 即 可 ， 但 是 jby 四 是 Brobenins 自 同 构 的 
阶 ,而 (于 全 ) 由 ( 基 [ 人 ) c= (modp) (aE Os 一 ZItm) 所 刻 划 . 


.2 


i 


特别 地 有 
(一 个 天 /四 4 (mod pY, l (*) 


注意 (上 1 ) 只 Gaga 中 有 于 MW ets, 0 
oo) 一 | 因此 (上 /8 ) 的 阶 半 是 油 足 YI(aodm) 的 最 小 正 整 
数 j 为 此 我 们 只 需 再 证 三 2p(modm) 即 条 ， 由 (*) 式 我 们 现在 有 

5= nodp)， 令 了 (一 on 一 1 一 秆 ，(w 一 5D， 由 于 phm 而 
Or 是 竺 征 p 的 有 限 域 ， 从 而 将 Plz) 和 p() 一 moe”! 看 作 吓 
Ozh[] 中 多 项 式 时 ，P'(g) 二 0， 并 且 (P(w)， 户 (2)) 一 1。 这 玫 
明 "一 1 在 域 Ox/p 上 没有 重 根 ， 换 句 话说 ，Ln 看 作 是 Og/P 申 
元 紊 时 阶 也 是 mwm， 于 是 由 如 二 5 Cmmodp) 得 出 1 于 plmodm)。 从 
而 证 明了 (p/P) ( 即 (- 攻 [时 ) 的 阶 ) 等 于 满足 J=1(mod mm) 的 最 
小 正 整 数 了 

(b) 令 玉 omQ(Ep)， KK" 一 Q(Lm), 则 有 如 下 的 图 下 


下 一 人 Go 
2 
Fat ") EK'= 人 Cm) 


我 们 在 第 4.4 小 节 的 例 2 由 已 经 证 明 了 素数 2 在 Ko 中 完全 分 

玻 ， 即 2Og 一 Hop， 从 而 车 p 为 正中 的 素 理 想 ，plyo 则 edp| 

四 之 eho/P) gp 、 另 一 方面 ， 由 (a) 可 知 多 在 五" 中 的 分 解 为 

pOz 一 耻 … 入 ,其 中 gf 一 plm) ,而 f 为 p 模 m’' 的 阶 数 .由 于 
Pn = {LK:Q >f 0 |p)etp ln g>7: PP)g 
mp) plm). 

g 及 7@ 全 > ep 稳产 p(2D， 可 知 必 伏 flp/p) —f, ebp 1p) 

一 0(2)， 从 而 证 明了 定理 14， 各 


习 是 
1 证 时 本 节 5.1 中 定义 的 理想 范 Nzrr(a? 满 足 都 里 的 性 质 ( 芒 一 (了 )。 


2. 设 玉 /Q 为 数 域 的 Abei 扩张 ， 下 :是 素数 p 对 于 扩张 下/ 全 的 异性 域 . 
求证 rz 是 下 中 使 不 分 歧 的 最 大 于 域 ， 挽 句 活 说 ,如果 并 是 EK/@ 
的 中 间 域 , 则 p 在 履 中 不 分 层 必 和 WE KI. 

3. 设 下 =@ (V5，V 一 了 求证 
Ca)》 区 /@ 是 4 次 向 罗 华 扩张 。 求 该 扩张 的 佑 罗 华 群 ; 

《b》 有 理 素数 中 只 有 2 称 5 在 互 中 分 歧 , 并 且 分 歧 指 数 均 是 出 

(0) 求 2 和 5 对 于 扩张 玉 /@ 的 分 解 尽 ,分 解 域 ,惯性 群 和 惯性 域 : 

Cd) 求 还 Q@ (V5 5)CSK, 并且 @(V 一 5) 中 每 个 素 理想 在 下 中 均 不 分 
玻 . 

4。 仿照 上 题 的 方法 , 试 证 明 QVIOcQ(VT, M5), 并 且 QD 中 
每 个 素 理 想 在 域 @(V3，V5) 中 均 不 分 赎 ， 

6. 设 a 是 多 项 式 m2 一 z+1 的 实 很 , 6, 是 此 多项式 的 一 对 共 术 复 粮 ， 玉 
一 [aJ， 式 证 . 

(a) B+B=—a, BB=—o!, [(B— a —a) (BBD=—23 : 

(b) (V233)=Q(a, 8, B), 并 且 玉 (MV -= 弘 )/@ 是 6 次 僻 罗 华 扩 
张 、 求 该 扩张 的 匣 罗 华 群 ; 

ke) 决定 了 (V 一 323) 的 全 部 子 域 ， 其 中 哪些 是 @ 的 伽 罗 华 扩 域 9 

《中 求证 有 理 素数 中 只 有 33 在 瑟 (W 二 弦 ) 中 分 岐 , 并 是 分 典 指 数 为 2 
《提示 t 33 在 下 中 的 素 理想 分 解 式 为 2304 二 pip2》 

(8) 求证 下 (V 一 路)/@@(Y= 室 ) 是 3 次 循环 扩张 , 并 且 图 (V 二 西 ) 
人 一 吕 ) 中 均 不 分 此 . 


注 记 ”类 域 论 中 的 一 个 著名 结果 是 说 : 每 个 数 域 五 均 有 极 大 
AAbel 不 分 歧 扩 张 了 Hzx, 称 作 是 K 的 Hilberi 类 域 . 换 句 话说 , Hx 
满足 如 下 的 性 质 : (i) Hx/K 是 数 域 的 Abel 扩 张 (ii) 五 中 每 
个 素 理想 在 五 中 均 不 分 歧 ， (ii) 如 果 工 为 区 的 另 一 个 Abel 
扩 域 ,并 且 五 中 每 个 素 理想 在 开 中 均 不 分 歧 ， 则 LC HE 类 域 


论 中 还 证 明了 , 扩张 Hz/K 的 伽 罗 华 群 同 梅 于 数 域 及 的 理想 类 


群 Ox (关于 理想 类 烙 Cx 的 定义 见 第 三 章 ). 我 们 在 第 三 章 中 
将 要 证 明 , 域 K=Q(V 一 妈 ，Q (YI10) 和 Q@(vV 二 弦 一 絮 ) 的 理想 类 滞 
分 别 是 2，2，38 阶 循环 群 ， 于 是 从 习题 3 可 知 五 = @ 人 5， 
必 / 一 下, Q(VE,， VB) 和 Q@(vV 二 台 23, om (a 是 多 项 式 w 一 sz 十 1 的 
实 根 ) 分 别 是 它们 前 FEilbert 娄 域 . 在 一 般 情形 下 , 求 一 个 数 域 玉 


一 7 — 


以 村 


2 


的 Hilbert 类 域 是 代数 数论 中 一 个 相当 困难 的 问题 . 

6. 令 瓦 = 图 (5 一 站 一 e405， 求 证 & 开 ) 一 品 并 且 求 p=2 3 5, 19 在 
下 中 的 素 理 起 分 解 式 . 

7. 设 瓦 一 四 (o)，o 一 和 zx. 
《a) 求证 怕 有 叭 一 的 一 个 5 次 子 域 又， 
Cb) 求 p=2, 3 5 在 如 中 的 娄 理 想 分 解 式 和 它们 的 分 解 域 与 惯性 域 ; 
《6) 求证 ; 素数 Pp 在 戏 中 完全 分 裂 合 bp 二 土 l,， 土 7(mod 25). 


§ 4 下 ronecker-Weber 定理 


我 们 知道 ,分 圆 域 @(Lm) 均 是 Abel 数 域 , 因此 分 圆 域 的 每 个 
子 域 也 是 Abel 数 域 . ronecker 和 Weber 证 明了 上 述 命题 的 逆 
也 是 对 的 , 即 ， 每 个 Abel 数 域 均 是 某 个 分 图 域 的 子 域 、 本 节 的 主 
要 目的 是 来 证 明 这 个 很 不 平凡 的 结果 . 我 们 首先 证 明 每 个 二 次 域 
均 是 分 圆 域 的 子 域 ， 然 后 讲述 Hilbert 分 歧 理论 一 一 分 歧 群 和 分 
歧 域 、 最 后 用 这 一 理论 来 证 明 ronecker-Weber 定理 。 并 且 谈 
一 下 Abel 域 中 的 互 反 律 . 


4.1 二 次 域 是 分 图 域 的 子 域 ， | 
二 次 域 玉 一 @(MVG) 是 除了 @ 本 身 之 外 最 简单 的 Abel 数 
域 ， 其 伽 罗 华 群 Gal(k/Q) 是 2 元 群 .对 于 二 次 域 玉 , 我 们 可 以 
用 明显 的 方式 证 明 及 是 分 加 域 Q(Cm) 的 子 域 ,其 中 m= 1d(K)|. 
证 明 的 工具 是 Ganss 和 . \ 
。” 设 p 为 奇 素数 , 对 于 每 个 4€Z，pla， 我 们 曾经 定义 过 
Legendre 符号 : - 
(2)-1 1, 如果 为 模 p 的 二 次 剩余 ; 
P′ 一 1 如 果 a 为 模 多 的 非 二 次 剩余 . 
事实 上 , (也) 显然 只 依 闵 于 «的 模 9 同 余 类 ， 从 而 我 们 定义 了 映 
射 
le 
DD: (LpD*> {+ aP(S). 


训 知 (Z/2Z)x 为 2 一 阶乘 法 循环 群 ,， 即 (Z/pZ)x 一 人 >， 其 中 9 
是 模 pp 的 一 个 原 根 .于 是 当 4==g**(mod D (0<t < 了 3 ) 时 ， (5) 
一 1, 而 当 a=g* (modp) (0<t< 2 ) 时 ， (£4)- -1 由 此 不 
难看 出 ,映射 (2):《27pZ)x 一 { 土 十 是 乘法 群 的 满 同 态 ， 即 (人 
. 
00) 
设 to=ems, 定 义 ， 
Gy() 一 马公 ) tr (0<r<p 一 四 . 


称 作 是 对 于 Legendre 符号 (2 的 Gauss 和 . 显然 GenDE 
Qe), 

定理 15 设 p 为 奇 素数 , 则 

G) Ga(0) 一 0 


) 的 人- (EF) GD UrepD 
CA 


证 明 
@) 由 于 ( 气 )(L<o<p 一 恰好 有 一 半 为 1 一 半 为 -1 因 
业 Go(O) -号 (2)-0 ys 
四 人 rre=tnoa 二 , 则 (全 ) (的 -外 -二 从 
(rr 
(7)-(D) 于 
Gs) )Gr -Ga 
-( 语 训 (6-($)e,0. 
@ 40) (Se ) 


-Gm 


-01 轩 国 时 


(3 oe 
定理 16( 二 次 互 反 律 设 p 和 g 是 不 同 的 告 素数 ， 则 
人 ze 时 , (2)=ar (nodp) 


本 _1 2 沙 2 三 1(modd4)， 


© 四 的 - (9 学 二 


i 着 p= +1(nod8) 
证 胡 
(a) 9 6 三 人 中 ， 则 


荐 “0 Onod 全 ,区 
,型 gr Dey -1-($)n0lD, 
因此 当 2ja 时 ,总 有 (于 )=a nod PD 


GD) 从 (9) 我 们 知道 ,二 一) 二 (- 党 (modD. -但 是 同 全 
式 两 边 均 为 士 上 而 p>>3. 因此 内 能 是 (二 5) 一 ( 


(c) 我 们 在 F 的 代数 闭 包 2。 中 取 一 个 Pp 次 本 原单 位 根 w 
\ 即 名 是 多 项 起 az- 二 op-2 二 十 o 二 IE 在 9， 中 的 一 个 根 )、 
于 是 可 以 定义 取 值 于 Gu 中 的 Gauss 和 : 


mn) 一 号 (&)urea 0 i 
与 在 C 申 前 情形 一 样 ， 可 以 得 到 : 本 人 一 ( 生 )m 的 (li<r< 
2 一 ), 吕 (DD 一 (- 忆 ~)p、 但 是 现在 9 为 特征 的 域 ,所 以 


Hn—1 


oo 全 (3 La 一 
于 是 在 4 中 我 们 有 
(全 -we (人 9) 蛙 -CD 芝 学 z 汪 


-3 人 


全 ) wm) = (2) wD, 


0Q=1 


注意 这 是 9 中 的 等 式 , 即 (2)= (人 D3 (2)(modg). 但 
是 同 作 式 两 边 均 为 而 g>8， 因 此 (0)-(-D (2), 
即 (于 ) 2) 
(d) 定义 
9: (ZL/8T)* >{+1}, (0) ~ -DT 
直接 验证 9 是 乘法 群 的 满 同 态 , 即 (ab) 一 9(a)0(5)， 在 Fs 的 代 
数 闭 包 2, 中 到 一 个 8 次 本 原单 位 祖 包 ,于 是 wt= 1， 定 义 取 值 
于 2 的 Gauss 和 . | 
Te (7) -人 一 太 十 to 一 一 (0<r<s7) . 
利用 8 为 网 态 ,可 以 与 上 面 一 样 地 证 得 在 Qs 中 有 
Te(7)— O07) TD (lr), ted)?= ve (np) 了 
但 是 Te (本 = — ow — w=2w— 2 , 2 
从 而 在 0， je 


(De SD) =m (3)-(2), 


即 (2)=(-D 下 (mod 办), 从 而 (~-CD 守 [ 
”定理 17 设 及 ~Q(V 相 (dE Z 无 平方 因子 ),L 一 人 Q(tiwoy)， 
则 区 SZ, 并且 工 是 包含 玉 的 最 小 分 圆 域 . 
证 明 ” 先 证 及 是 分 圆 域 荆 的 子 域 . 
”如 果 3= 土 pp…, 其 中 加,，…, ps 是 不 同 的 奇 素数 ， 记 


坟 一 工 EI 
Ds ~ (i)n.- (—1) 3 PSies, 


则 = 土 pf…J，、 由 于 宫 二 1 (mod 4) (jes), 可 知 当 d 一 pi 
时 , 4d(K)==d 而 汝 0 一 一 仙人 时， 了 下) 一季 ， 对 于 gg 一 入 
Dr, 由 于 Gauss 和 xs 人 (TD E 和 (io) 并 且 Go 人 (TD 一 二 全 (定理 15， 
(9), 从 而 有 GE 人 (to) (1<i<a, 于 是 - 
QVI) -QV PIP EQ (VFR, -%, MVR) 
CC@ (Cy,, 人 ,Cy,) 2 =L. 
类 伺 地 , 如 果 4 二 一 碟 …%, 则 
QV 9 ) CQ (vv 一 工 pI, “7 Mp) ES AQ, 人 ns Cpe) 
-Q(t,. $e) = =L. 
如 果 一 十 2M4 We 则 |4( 玉 )| 一 82 2 而 
Q(VI) SQLV 土 2， VR, *%, VR)EA(e, tp, bp,) 
一 全 (gs ye 一 卫 . 

这 就 证 明了 ; 在 任何 情形 下 均 有 KK~Q (VG) CA) 1. 
再 证 工 的 极 小 性 , 即 如 果 人 @ (VE)EQ(CCo) ,要 证 jd( 开 ) lm， 
如 果 & 一 PY…PB, 则 加 在 信 (YV@) 中 分 歧 ， 从 而 也 在 (Lm) 

中 分 歧 。 由 判别 式 定理 即 知 为 |mw、 于 是 |8(K) | = 入 mm。 如 

果 d= 一 F…P， 则 a(RD) | 一 dpr…psp， 于 是 除了 (16<s) 之 

外 ,2 也 在 例 (MV&) 中 分 歧 ， 从 而 2|m， 但 是 3 在 @(Cop.p.) 一 

(Cos 中 不 分 驴 ， 队 而 4]m、 因 此 2(K)|=4p1…p,]m， 最 

后 , 著 4= 土 3px…W, 与 上 面 一 样 可 证 zs jz We 

CQ (V6, Vpi, oy VR)EQE,, Epi, ， Cs) —Q (ln). 

知 包含 @(~M 士 允 的 最 小 分 圆 域 为 Q(ts)， 从 而 8|m. ol 

Wi mie, 是 


.2 分 歧 咯 和 分 战 城 
现在 讲述 数 域 扩张 的 Hilbert 分 歧 理 论 ， 设 五 /@Q 是 数 域 的 
咎 罗 华 扩张 . 4= [五 :@]、p? 为 五 的 素 理想 ,jp， 对 于 wapr0, 定 
义 ， 
六 一 ce Det =a(modp""), 对 于 每 个 a€ Or}. 
这 显然 是 分 解 群 DD 的 子 群 ,并 且 天 。 显然 是 局 竹 群 I,， 于 是 我 们 
一 扫 一 


疹子 故 序 列 ee 
DT, = HFIP 2 
定理 18 (a) Vm 之) 均 是 DD, 的 正规 于 和 群 ; 
人 b) 存在 m, 使 得 Vm 一 {1}; 
《c) 令 elp/p)=e=6op”, pleo, v2 0, 出 了 /了 是 eo 阶 循 环 
群 ， 并且 ma| 六 中 ) 一 1， 特 别 当 pe 时 Ti 一 {1}; 
(d) 当 m%>1 时 ,Vw/P mys 是 初级 Pp- 群 (9, . 2 到 ;并且 半天 a 
Nanril =p™ IN (Ob), 而 |Fzx] = 人 
证 明 {9) 设 TED,，oE VCm>0), (ph) 一 hp， 因 滤 
Tm 一 nt， 对 于 每 个 wE DOag, do 一 caGb 1: 于 是 
To lio) —o—v or lg) 一 To ) ETT =p"t1l 
于 是 ror 1EVs, 即 六 为 D, 的 于 规 子 铬 . 
. (hb) 设 下 一 和 (0 :网 cE GalktK/ 的 ,ot 时 ,0 G0) 关 20， 从 
而 有 充分 大 的 记 ， 便 得 对 每 个 gr 关 工 均 有 Go) 二 ww 人 pm。 于 是 
和 一 由. eg l 多 
C0) 取 拉 Ep 一 hs 由 于 Orpr 一 Orp， 可 知 对 于 每 个 ?YE Or 
均 有 yoE Cr 使 得 y 二 人 P)， 如 此 下 去 , 可知 Or 中 元 素 均 可 
写成 的 
疡 二 ye 十 了 人 十 … Caodin 们 Ti OQ. 
于 着 对 每 个 TE Zp, 
o (WM) 一 扩 二 二 Cr 
(mod p™"+7). 
A om) 一 开 Eb opEp" NN 每 淖 jE Or) 会 ee 
nm、 因此 , 车 令 >{(o) 一 pp(o (wm) 一 mw) (符号 四 的 定义 见 $8, 习题 
‘ 网 z(0) 宕 mm 十 1 他 qoEVhn， 现 在 对 于 每 储 ':4€ Tys :出 于 co 好》 
=p， 从 而 9(w) EF， 而 Gr，o (wm)，p 沾 pp， 于 是 同 余 方 程 wj 二 
v(m) (modg3 对 于 弄 pxr, b=p 有 唯一 解 so 二 oo 《mod$)， 
coE Ort§ 3, 可 题 15), 从 而 也 有 模 pr 的 唯一 解 yeE 0; 依 得 off) 
一 wyo 《mod 入 ) .由 于 olm) 才 0Cmod ?5 可 铸 Ys 半 0 mod a 这 
样 我 们 就 定义 了 站 射 站 


ZX: —> (OP)*, o PY yo mpd p7). 
x 是 群 同 态 ; 因为 对 于 
Og1, TaE Lp, WY T1092(T) S01(RNYn) 一 3 (wr) yo 
=xYoyo, (mod p°), 
即 ys,5 三 YeryYo,4m0d py、 进而 ， 
Kerx={oE I,|Yo=1i(mod Pp)}= {cE Ilo ln) 
兰 放 (mod $)}=V. 
从 而 Tp/ 间 构 于 (OrvboDx 的 一 个 子 群 . 但 是 (OrpnDx 宕 (Or/ 
x* 蚌 六 p) 一 1 阶 人 循环 群 从 而 I/Wi 为 @ 阶 循环 群 ,并 且 
e"| 太 (pb) 一 4, 下面 我 们 证 明 | 了 | 一?。 由 此 推出 6 = 了 /Vi| = 
60p"/P" = 60. | 
_(d) 当 m 之 1 时 ,与 (6) 中 类 似 地 可 证 得 : 对 于 每 个 oEY，, 均 
存在 模 fz 的 唯一 元 素 6.€ 01, 使 得 
Gm) — wr"t10, (mod pm+ 2 
作 映 射 
A Vm > Opr, oF> 60{mod pnD， 
则 :4 是 也， 到 加 法 群 Or/br 的 同 态 ; 这 是 因为 当 ct， osE Vm 时， 
: 和 十 midi0u ri 一 Ilaoa(m) SN,) 
—01(m) Tar) "td,, 
=% 二 nt "0, (mod p"+2), 
从 而 60.0, 二 8.3。,Cmodpr)， 这 就 表明 是 同 态 ， 进 而 ， 
Kersi—{oEVn|d=0mod p)}= {0oEVh,|o(n) 
=m mod pb") } = Vn 
只 而 下 /nx 同 构 于 Oz/pz 的 一 个 加法 子 群 但 是 Or/pz 蚌 特 
” 征 p 的 域 , Or/p; 的 如 法 群 为 初级 2 群 ， 因 此 了 /Fi 也 是 初级 
2 群 . 
令 | 了 wm/Vmrz| 一 or"、 由 (b) 知 有 型 ,使 得 | 了 zx| 一 1， 于 是 
[Fa [VyFsl: A '|Vx_a/ Vl| —p, 
t=VytVst+- tt Vy. 
了 而 e-ag 一 ] 了 | 一 | 瑟 / 太 | IF =ep. 由 于 eNO) 一 工 一 


一 St 一 


2 四 一 工 可 条 2 旭 6 又 田 于 geo， 这 就 表明 1 了 | = 而 joy 了 | 
一 2 自 | 


.3 及 ronecker-Weber 定理 

定理 芭 ”每 个 Abel 数 域 多 均 是 某 个 分 贺 域 的 子 域 . 

这 个 定理 的 证 明 要 经 过 几 次 简化 . 

(一 ) 如 果 外 的 每 个 gr 次 循环 扩 域 K 均 是 分 圆 域 的 子 域 ， 
则 定理 19 成立， 

证 明 设 区 /Q 是 Abel 扩张 ，%= [K:Q]， 则 伽 罗 华 群 4~ 
Qal(KK/@) 为 n 阶 Abel 群 ， 但 是 有 限 Abel 群 是 一 些 循环 群 的 直 
积 . GG = XxX x 人 ， 并 且 人 均 是 素数 和 宪 阶 ， 即 I —pr (< 
5<D， 以 区 ,表示 镀 一 GX… XG sx{1}xGusXx…xX 人 GG 的 固 
定子 域 , 则 由 伽 罗 华 理论 可 知 Gal (K,/Q@) 兰 Gy， 即 ,是 迷 次 特 
环 域 (L<o<D). 而 了 ss…K; 在 合 罗 华 对 应 下 对 应 于 于 群 门 全 
一 { 旭 , 从 而 玉 一 了 1Ks… 玉 !， 如 果 假 设 每 个 8' 次 循环 域 KK, 均 
是 某 个 分 癌 域 (Cm) 的 子 域 <i<D, 则 .区 =Ky… KK,CO(tm, 
Cm) 一 食 (Lim,,…ma)， 从 而 每 个 Abel 数 域 KK 均 是 分 圆 域 的 子 
域 ， 时 

因此 ， 我 们 以 下 假设 K 是 名次 循环 域 ， 记 8(E) 一 人 素数 
glg#p， 9 在 区 中 分 层 }， 这 是 一 个 有 限 集合 ， 令 s( 民 )= 
IS(K)L. 

(二 ) 设 9 为 素数 ，9 关 D。 如 果 每 个 s( 开 ) <m 且 次 数 为 p 
的 睾 的 循环 域 区 均 是 分 圆 域 的 子 域 ， 那 来 每 个 s(K) =n 且 次 数 
为 p 的 筹 的 循环 域 也 均 是 分 圆 域 的 子 域 . 本 

证 明 设 s()==n，KK 是 yp” 次 循环 域 ,gE S(EK)，9q 为 区 
中 素 理 想 , q|g， 则 gt+1G|=1Gal(K/Q) | =p"， 从 而 对 于 4 的 分 
上 层 群 已 一 { 直 ( 定 理 18(0)), 而 |I6| 一 pY( 由 于 下 是 Abel 域 ,我 们 
可 以 把 Z, 写成 0). 根据 定理 18 (6) 知 循 环 群 zz 的 阶 入 | 六 (9) 
一 1~g 9 一 1， 事 实 上 , 对 于 目前 Du 为 Abel 群 的 情形 ， 我 们 来 


证 明 p*| (一 妨 ,考虑 定理 18 证 明 中 给 出 的 同 构 ， 
x: Ta/Vi4=IoS (Or/9)*, Tr> 4mod 9), 
vr) = (mod qs), gE Cr 一 中 weEq-q, 
令 T-《m, 0 一 (但)e D, 为 G(K/@) 的 生成 元 5 的 任 一 原 
’ g | 
象 、 为 简化 起 见 , 记 : 
m=onr, tw=br mod 9), a, b, EOr—q, 
于 是 ow 一 (go (0@)) iw， 由 Do 为 Abel 群 可 知 
8 三 Tog 王 GTroTdfm) =ov[L (0"1(8) ) 1m] 
= (ozrorif(a)) oT) =70) LIBD) 
=T(0) Tob) ar (mod 92) ， 
这 表明 在 上 述 同 构 下 T 对 应 于 rm -6)qr, 从 而 
六 一 TY oh) ea. 
由 于 对 每 个 7EOg 我 位 有 rt)= 王 7?，a0O) 王 ?74Gmod 9)， 欠 此 
b=@ bg 二 br(mod 9)， 从 而 如 ! 寺 1(mod q)， 由 于 在 上 述 同 构 
下 2 与 5 对应， 于 是 区 ! 一 1， 这 就 表明 z 的 阶 除 尽 g 一 4， 即 
P|(g—D). 
于 是 ， 令 (Lo) 有 队 一 的 p* 次 循环 子 域 工 由 于 gg 在 @(&o) 中 
完全 分 歧 , 从 而 9 在 工 中 也 完全 分 卜 ， 并 且 其 他 素数 在 工 中 均 不 
分 歧 ， 现 在 考虑 鸽 罗 华 扩 张 KL/Q. [KL:Q@1=p*1r, vw、 设 
9 为 五 卫 中 的 素 理想 ，919。， 五 为 q 六 守住 痪 ， EH=al 
(L/@),G 一 Gal(K/@)， 通过 单 同 态 
p: Gal(KL/Q) >8xH( 直 积 ),g(0) 一 (zz oo), 
可 以 将 Gal(KIL/@) 膨 作 是 Gx 的 子 群 , 并 且 wy 人 (IO 三 五 x 五 。 
1 =e(q'/q) >elq9/9)==|Ie| 一 pr 与 对 9 的 情形 一 样 ， 可 以 证 
是 ， 对 于 9 的 分 歧 群 大 一 { 二 ， 从 而 五 为 循环 群 ， 但 是 瑟 x 瑟 
中 没有 阶 数 大 于 xp 的 元 素 ,， 因 此 47e| =p*， 设 到 1 为 对 q' 的 惯性 
域 ( 即 Te 的 固定 子 域 ，W 一 由 Or:， 则 elqi[9) 一 由 于 在 
荆 中 完 爹 分歧 ， 从 而 及 i=Q@， 于 是 [KI1L:Q] = [KY:Q][L; 
QQ]. 本 二 


但 是 [KL:K]=|I 一 一 4 工 :Q], 从 而 [KiL:Q] = [Ki:Q], 
[KL:KHj 一 [K 工 :Q]， 再 由 irLSEKL 可 知 K1:L 一 了 KL， 注意 
Ss(Ky) 过 mn( 这 是 由 于 9 在 Ki 中 不 分 时 并且 若 素 数 y (2 和 0， 
8 关节 在 六 中 不 分 歧 , 则 因为 Y 在 工 中 也 不 分 歧 , 从 而 9 在 尺 工 
中 也 不 分 歧 ， 于 是 9 在 子 域 K7 中 也 不 分 于 ,因此 s(KD) <s(K) 
一 %) 、 由 命题 假设 , K7 为 分 圆 域 的 子 域 ， i 
1( 纪 也 是 分 癌 域 的 子 域 ， 国 

基于 (二 ) ,我 们 又 将 问题 化 为 尺 是 pp? 次 循环 域 并 和 且 s(K) 一 
0 (好 wp 以 外 的 素数 均 不 分 歧 ) 的 情形 。 如 果 p 在 下 中 也 不 分 歧 ， 
. 则 五 就 是 久 的 不 分 层 扩 张 ， 我 们 在 下 一 章 要 证 明 这 时 必然 区 一 
@， 从 而 以 下 上 只 考 虞 下 是 pr? 次 循环 域 并 且 只 有 ww 在 下 中 分 歧 
的 情形 ， 我 们 先 来 说 明确 实 有 两 种 分 图 域 的 子 域 具有 这 种 性 
质 : 

(A) p>8， 卫 一 (brn) 之) 为 9p (p+) 一 如 (2 一 了 次 循 
环 域 , 则 L: 有 叭 一 的 p* 次 循环 子 域 Fy 了,; 的 泛 个 王 堪 丰 均 六 
2 夭 次 循环 域 , 只 有 了 在 六 中 分 岐 ,而且 是 完全 分 歧 . 

(B) p=2, La—@(Lzn) (V1) Gal(Ls/@) 2 (ZF/2°+IT)x 
一 《Dx<5>, 其 中 <- 了 DD 和 《By 分别 是 2 阶 和 2° 阶 循环 群 ， 
Gaoa) 一 Cgvay 于 是 Fzon 一 @ 人 gow 十 Loows) 为 27 次 循环 域 ， 它 的 
每 个 子 域 六 均 是 2 宕 次 循环 域 ,只 有 2 在 并 中 分 歧 , 并 且 是 完全 
分 歧 . . 

现在 我 们 来 证 明 ; 

(三 ) 闭关 为 2 窦 次 循环 域 ， 并 且 只 有 在 五 中 分 歧 ， 则 
天 必 为 五 或 的 上 述 某 个 子 域 是 ( 视 p>3 和 p=2 Wh 

为 证 此 ,我 们 需要 证 列 两 个 引 理 . 

引 理 19 设 五 是 p 次 循环 域 ， 9% 奉 当 和 着 这 闪 站 名 类 
中 分 歧 ; pOxr 一 各 。 则 如 = 于 = 记 ， 而 Va 一 全 } (其 中 GG Gal(K 
/全 ), 而 让 和 TV 是 对 于 bb 的 分 歧 群 ). 

证 明 设 G=《0》, ?=1l, mEp—p vlg)=vp(o (w) 一 

xj) 由 于 | 了 |=e=p,， 6e 一 @p，eo=1, 历 |27Pa| leo， 从 而 Ce 
一 机 一 


I 一 V4， 为 证 了 ,一 {站 ,我 们 只 需 再 证 v《o) 一 2 即 可 . 
央 于 区 人 ) 一 1 而 对 每 个 e< 信 均 有 pjwy(@); 从 而 w#@, 因 ， 
此 下 = 名 (wm) ,Tw 的 极 小 多 项 起 为 
7 四 - 到 cc- im)) = “tas€E ZI], 
tp) = -时 (we- ao) 
由 于 of) Ecoi(p) 一 p， 从 而 .EPZ=pZ. 即 plo(l<6<D). 
另 一 方面 ,如 果 内 人 《wm) 一 zm) 之 0, 则 


Vom) — o'r) ) 0, 


从 而 
Wo ny my -%( 加 (gt1(or) -on)) )>adt<j<p- 了 1 


由 于 or 也 为 G 的 生成 元 ,从 而 由 vy (oi(m) 一 wm) 0 也 可 推 得 
py (Go (FF) 一 WG 

这 就 表明 

(of (mr) —m) pom 一 上 ) 一 5) (il<j<p—D), 
氏 此 加 4P(m) = (Pp 一 1D)v(o)， 但 是 

f'n) = pr + (p11) or? + pa 

右边 各 项 的 vw 值 模 p 分 别 同 余 于 Pp 一 1，p 一 2, …，0. 于 是 这 些 
项 的 v, 值 均 不 相等 。 从 而 zp《 六 (wm)) 应 当 等 于 其 中 的 最 小 者 ， 特 
别 地 应 当 有 sm)) pp (27D 一 2p 一 1， 于 是 (p 一 Dv(0) < 
2p 一 1， 由 于 p28 可知 v(o) 所 2， 另 一 方面 ，o€ GV， 因此 
v(0) 一 vy(o (tm) 一 mw) 之 2， 这 就 证 明了 v (0) 一 2. 从 而 也 证 明了 
引 理 1， 目 

: 引 理 各 设 p 为 奇 素 数 ， 开 为 妇 次 Abel 数 域 ,并 且 只 用 
在 下 中 分 歧 , 则 下 必 为 循环 域 
”证明 令 G-Gal(K/Q@), p/p, 则 |G|=p, elp/D -|Ts|. 
由 于 Pp 的 惯性 域 及 ;是 信 的 不 分 歧 扩 张 ,因此 到 /一 Q， 于 是 
= 交 人 POr ~p, a 人 
pb 一 ?>, 江 且 令 
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G=—I—Pi= Vm (2), 

由 于 | 有 zy,| | 普 作 ) 一 2 可知 大 为 五 阶 循环 群 . 设 五 "为 对 应 
于 产 的 子 域 , 则 [ 丘 o@@] =p， 如果 台 不 是 循环 群 ,旭日 还 有 wp 阶 
循环 子 属 及 也、 设 区 ' 是 对 应 于 五 的 子 域 , 则 LK’:Q@] 一 p, KK" 
天 玉 o， 由 于 2 在 瑟 中 完全 分 歧 ， 从 而 在 五 中 也 完全 分 忱 POF 
=p"”?, 于 是 pOr=p?. 令 

“glw) -Le— TW)) =0 tr lp EE Or[z - 

由 于 rp(—om) rp IT Tm)) =p, 从 而 vyrep) 二 4， “ 即 opEP — 4, | 
对 于 oEG, y=b0+ bog Doo2t Tt bono (modp "ti), BEQ= 

Kj, .于 是 

oy) -Y= (0 0p) 一 o) + (modp”™ty). 
因此 车 vp,《o (ap) 一 6p) 之 mrp 十 1, 则 vy (0 (7) 一 旋 m 廿 1， 现在 考 - 
虑 等 式 

olglo (wm)))=o(g(o tim) — gr) 
= (oo) 一 amp ++ (go) —0%p), (1) 
如 果 gEG- 吾 ， 则 co 瑟 生 成 GB/ 瑟 。 由 引 理 1 便 知 vp'(o (0y) 一 
0p) 一 2, 从 而 vp《o 《ay) 一 og) 一 2p， 因此 
vo (wm) 一 的) >2p (I<é<p). 

又 由 于 wp, 互 可 知 (DD 式 右 边 最 后 一 项 的 vp 值 最 小 ， 因 此 
vo (glo-1(m)))) =2p. 另 — 方面 ， 

olglo (wm))) =— -zc -ro)) HL -or(m)). 


记 (cm 一 scr (mm) 一 w), 于 是 


2~ 习 (cr) 《对 于 wEGBG- 互 ). . 
同样 地 ,对 于 次 子 域 Ko, 也 有 
2p— 加 (oo) (NHooEG-V). (8) 


由 于 及 NV 一 {1}, 从 而 当 1#vE 瑟 时, z 生 V， 因 此 v(t) < 针 
1 而 当 1#pE 了 时 ,vp) >6+1， 因 此 ， 受 ，v(7) < "0). 


一 0，— 


将 冯 _y(c) 减 去 此 式 两 边 , 得 到 
Er > ,0), 的 


可 是 由 (2) 和 (3) 式 推 得 (人 D 式 两 边 均 应 当 为 (p 一 了 "2p， 这 一 矛盾 
表明 KK/Q@ 必然 是 循环 扩张 。 目 
现在 由 引 理 1 和 引 理 2 证 明 ( 三 )， 我 们 分 2z>3 和 2=2 两 
种 情形 ; | oe 

(4A) 对 于 p>8, 令 下 是 pr 次 循环 域 ,并 且 只 有 wp 在 扩 中 
分 歧 ， 令 工 - 了 FyeKK， 则 工 为 p 蹇 次 的 Abel 扩 张 ， 并且 也 只 有 
在 工 中 分 歧 ， 如 果 工 /Q 不 是 循环 扩张 ， 则 G = Gal(ZE/Q) 有 一 个 
子 群 入 ， 使 得 G/N 为 (p, 2p) 型 bel 群 . 设 入 对 应 于 子 域 芽 , 则 
五 /@@ 为 (p, Pp) 型 扩张 ,并 且 只 有 Pp 在 中 分 野 , 根据 引 理 2 知 这 
不 可 能 ， 从 而 /下 必 是 循环 扩张 ， 于 是 工具 有 一 个 于 次 循环 子 
域 . 但 是 Fe 和 五 均 是 这 样 的 子 域 ， 这 就 表明 区 = 也 ye, 即 下 是 
分 圆 域 的 子 域 ， 

. (B) 对 于 p 一 2. 令 玉 为 ?次 循环 域 (V>2), 并 且 只 有 2 在 

下 中 分 歧 . 

如 果 五 为 实 域 ， 考 钳工 = 了 ww、 假如 工 不 是 循环 址 ， 则 与 
2p 之 3 的 情形 一 样 可 知 工 有 (2，2) 弄 的 子 域 ， 并 且 只 有 2 在 了 
中 分 歧 , 从 而 五 有 之 2 个 不 同 的 实 二 次 域 , 使 得 2 在 其 中 均 分 歧 ， 
但 是 易 知 这 样 的 实 二 次 域 只 有 食 (M323). 这 一 矛盾 表明 工 为 循 
环 域 ， 然 后 与 2 之 3 情形 一 样 推 得 玉 一 Fs， 即 忌 是 分 圆 域 的 子 
域 . 

最 后 , 如 果 KK 为 虚 域 ， 令 Ko 是 天 的 极 大 实 子 域 ， 则 下。 为 
2""! 次 循环 域 (因为 车 下 一 四 (wo)， 则 @ 皇 只 ， 从 而 玉 , 一 Q(w 十 
1)， 而 [及 ;Ko] ~2)， 并 且 具 有 3 在 尺 , 中 分 眉 ， 由 上 述 知 
和 (V2)CKo6, 而 尺 中 只 有 一 个 二 次 子 域 ,从 而 @(V 一 了 入 区 . 
令 工 -Ql(M 一 了 D， 则 五 为 32"+1 次 Abel 虚 域 ,并 和 旦 具有 2 在 
五 中 分 此. 从 而 它 的 极 大 实 子 域 如 为 2" 次 Abel 域 ,并 且 只 有 3 
”在 芒 中 分 歧 . 于 是 由 上 一 段 的 推理 可 知 五 为 循环 域 , 从 而 孔 为 
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分 贺 域 的 子 域 ,从 而 环 = 到 Qt(v/ 一 TD 也 为 分 图 成 的 子 域 .由 于 
CT， 从 而 区 也 是 分 阅 域 的 子 域 ， 这 就 证 明了 (三 ), 从 而 也 同 
时 完成 了 Kronecker-Weber 定理 的 证 明 ， 外 

注 记 令 Qor- St)， 这 是 有 @ 的 无 轨 (次 ) 扩 域 ， 而 
Kronecker-Wcbor 定 敢 可 以 叙述 为 每 个 Abel 数 域 均 是 @。 的 于 
域 ， 所 以 Qu 叫 作 是 有 理 数 域 的 极 大 Abel 扩张 ， @。 是 将 复 值 
周期 函数 ee 在 所 有 有 理 点 xE 轩 处 的 值 fesre|zE@ 添 加 到 外 
之 上 而 得 到 的 域 .. Kronecker 进 而 猜想 , 对 于 虚 二 次 域 及 一 
Q (MV 一 Q) (4d>0), KK 的 极 大 Abel 扩张 是 将 某 些 复 值 双 周 期 函数 
一 一 宴 回 模 函 数 在 全 部 有 更 点 处 的 值 添 吉 到 及 上 而 得 到 的 域 .这 
就 是 所 谓 的 ‘Kronecker 青春 之 梦 ” (Jngendfrauom). 在 1920 年 
高 本 虎 治 创建 了 类 域 论 之 后 ， 人 们 终于 证 明了 这 一 狂想， 但 是 对 
于 其 他 数 域 区 (甚至 对 实 二 次 域 )， 的 极 大 Abel 扩张 究竟 是 什 
么 ? 目前 还 不 清楚 ， 这 是 一 个 相当 难 的 代数 数论 问题 . 


4.4 AAbel 数 域 的 导 子 和 二 反 律 
| 在 本 书 的 第 一 部 分 大 家 会 看 到 ， Kronecker— Weber 避 强 诸 半 
. Abel 数 域 的 研究 起 善 重 要 的 作用 . 现在 我 们 只 谈 谈 此 定理 对 于 
么 bel 数 域 由 素 理想 分 解 规律 所 起 的 作用 ， 这 就 是 所 谓 Abel 数 域 
中 的 互 反 律 . 
巩 吾 为 Abel 数 域 . 根据 Kronecker_ Weber 定理 ， 下 是 某 
个 分 圆 域 的 子 域 ， 如 果 KGQ(Cw)， 下 呈 Q(L,), 则 
EC@Q(L) NN AE) — Qem,n). 
这 就 表明 存在 一 个 最 小 的 分 圆 域 @@(Zo) (en 名 )， 使 得 
KCQ(Ln). 
定义 设 KK 为 Abel 效 域 车 全 (CL) (mm 才 2 (med 多) 为 
包含 的 最 小 盆 圈 域 ,我 们 蒜 m 为 Abel 数 域 到 的 导 子 
(conducior， ftihrer) ,并 且 表 示 成 和 (CK). 
定义 6 对 二 每 个 a 次 区 罗 华 数 域 玉 ， 如果 内 数 在 中 


-一 汉人 ，、 


的 分 解 为 BOr 一 (hipjo)”，efg 一 m 我 们 称 2 在 五 中 的 分 解 型 式 
为 (e, f, 有 四. 如果 在 长 中 不 分 歧 , 即 e 一 填 人 9 
的 分 解 型 式 为 (f, 四 . 

定理 各 (Abel 数 域 中 的 互 反 律 ) 设 到 是 Abel 数 域 CK) 
为 它 的 导 子 , p 和 是 两 个 素数 ,并且 

{Pp, EK)) = Pp, 1K) =1. 

如 果 % 三 p'(modi( 玉 )), 则 p 和 Zp 在 下 中 有 相同 的 分 解 型 式 . 

证 明 根据 定义 ,KCL=Q(troo). Be 则 集 
正则 辐 构 于 (2/i (KD)Z)*: 

8; Go/ SLE DD, manodiCED)， 

{0, HK)) =1, 
其 中 ce 表示 工 中 自 同 构 btu fr 人 mp 令 交 为 五 的 固定 子 群 ， 
则 GalCKEVG)sG/Ns (ZiCED) xp(N)、 如 果 (p, 1(K)) ~ 
1, 则 素数 jp 在 工 中 从 而 也 在 中 不 分 歧 ， 汗 是 
2 一 向 po F=f plp), fo—r, Tem {1}. 


也 , 为 了 阶 循环 群 并 且 Ds 由 Frobenius 白 同 构 加 (二 ) 所 生 
成 ， 我 们 已 经 证 明 过 ，c 是 Frobenius 自 同 构 ( 2), 并 且 


oo| K =p. 由 村.% 的 阶 为 于 是 了 是 洪 足 opf|K= (os| KE)! 二 
1E€ Gal (K/Q@) 的 最 小 正 整 数 。 利 用 同 构 p 便 知 f 是 满足 PE 
?UW) 的 最 小 正 整 数 ， 其 中 了 表示 p 的 模 i(KK) 同 余 类 .、 令 
of) 一 [oa ad t= |N| = IL:K], Ez, 
则 也 即 是 使 得 
玖 sg(modF 玉 )) 对 于 某 个 gaE {qs, …, a1} 

成 立 的 最 小 正 整数 六 从 这 一 种 刻 划 方式 不 难看 出 ,六 只 与 疡 的 模 
fl 及 ) 辣 余 类 有 关 , 因 此 当 p 二 p (modf(K 玉 )) 时 ，p 和 w 有 相同 的 
. 亡 信 而 有 相同 的 分 解 型 式 (1, 9g), fo 一 n.， 和 

例 分 加 域 卫 =-@(o), w=Lir 是 416 次 循环 域 ， 

G 一 GalCVQ) =<Say。 


邻 眉 为 荆 的 唯一 的 4 次 循环 子 域 , 旭 到 的 固定 子 群 为 
N= {0 og, Ta, Fas} = {01, 4, 01, Ta}. 
于 是 由 合 罗 华 理 论 不 难看 出 
KkK=@(e), s—wtw 1+totto. 

当 素 数 p 天 1 时 ,Pp 在 下 中 不 分 歧 ， 根据 上 述 定理 的 证 明 即 知 ， 

(GD 2 在 瑟 中 惯性 人 一 4 估 满足 Pp 三 39, 8*，33,，83(mod 
人 
芋 7Cmoddz) 

(ii) 2pOr 一 一 ?ba <> 一 3 往 足 了 = 3°, $3, 38 8 (mod17) 
的 最 小 正 整数 了 为 3 3p 二 3+?, 8 二 十 2 , 土 9{mod 17). 

(ii) pOg 一 pbapsbs( 完 全 分 裂 ) 他 2 二 38%， 叶 ，3，313 志 土 1 
土 4(mod 17). 

注 记 

.定理 20 和 上 面 的 例子 表明 ， 在 Abel 数 域 玉 中 ， 具有 同样 
分 解 型 式 的 素数 集合 是 公差 为 i(K) 的 一 些 算术 级 数 之 并 ， 这 就 
自然 产生 如 下 的 问题 : 对 于 每 个 正 整 数 记 和 与 £ 互 素 的 整数 1， 算 
术 级 数 1 十 nk(nE Z) 中 是 否 存在 着 无 限 多 个 素数 ? 利用 解析 工 
上 ,我 们 在 本 书 第 二 部 分 将 要 证 明 答 案 是 肯定 的 ， 即 当 ( 丰 DD 一 1 
时 ， 存 在 无 限 多 个 素数 p 使 得 p==7(mod)， 而且， 对 于 gp( 如 个 
不 同 的 1 值 ，(k, 站 一 1, 全体 率 数 在 相应 的 公差 为 上 的 p(h) 个 不 
同 的 算术 级 数 中 分 布 是 均匀 的 ， 确 切 地 说 ,如 果 以 x (zw) 表 示 不 超 
过 wv 的 素数 的 个 数 , 以 x (w, 1， 外表 示 算 术 级 数 1 二 wk(nE 一 中 不 
超过 wv 的 素数 的 个 数 , 则 对 于 每 个 (让 一 1, 均 有 


mw, 7 E) a 

~ EW) p(k) 
比如 对 于 上 面 的 例子 , 即 对 于 4 次 循环 域 Q(to +ott+w 4), 
wr, 则 在 芭 中 惯性 的 素数 , 在 下 中 完全 分 裂 的 素数 ， 以 及 在 
中 分 解 成 两 个 素 理想 之 积 的 素数 ， 其 在 全 体 素 数 中 所 占 的 比例 


为 此 吓人 
16'16° 16 2°4° :到 


2. 二 次 域 中 的 互 反 律 可 以 从 二 次 互 反 律 (定理 16) 推 出 ， 
一 如 一 


(习题 )。 对 于 任意 的 数 域 扩 张 五/ 开 应 当 有 什么 样 的 一 般 互 反 
律 ? 这 是 Hilbert 著名 的 8 个 问题 当中 的 一 个 .， 随 着 类 域 论 的 
建立 ，Artin 和 了 asse 等 人 在 一 般 互 反 律 方面 作 了 许多 深刻 的 工 
作 . Artin 将 一 般 互 反 律 看 作 是 类 域 论 的 核心 。 这 些 问题 在 作为 
引 论 的 本 书 中 就 不 作 进一步 介绍 了 . 


习 题 


1. 试用 二 次 互 反 律 (定理 16) 证 明 下 列 二 次 域 中 粽 理想 分 解 的 互 反 律 : 设 
互 = 禽 (V 4),p 和 ww' 为 素数 ， 并 且 (p, 4(K)) 一 (pi a( 玉 )) 一 1， 则 当 
Dp 三 P'《(mod 4( 尺 )) 时， 2 和 wp' 在 互 中 或 者 均 是 和 惯性， 或 者 均 是 完全 分 
烈 . 

2， 设 ?为 素数 ,2| (pp 一 贡 ， 下 是 分 图 域 @《,) 的 唯一 5 次 子 域 ， 对 于 每 个 
索 数 9 了 2 设 9 在 下 中 素 理想 分 解 型 式 为 (f，g), 方 =m 求证 是 使 
2 为 模 呈 的 ”次 剩余 的 最 小 正 整 数 (a 4 作 是 模 pb 的 4 次 剩余 ,是 指 有 
bE 证 , 使 得 4 三 0*(mod p))， 

3、 设 大 2) 一 23+pz 十 9 是 @[z] 中 三 次 不 可 约 多 项 式 ，Q 是 f(z) 的 一 个 
根 , 下 = 售 Ca). 

《a) 求证 五 是 三 次 笛 环 域 的 充 要 条 件 是 一 4p* 一 279? 为 某 个 有 理 数 的 
平方 . 

《b) 设 c 为 Jo 一 如 一 3z+ 的 一 个 根 . 求证 五 =@(a) 是 三 次 循环 
城 . 试问 域 互 的 导 子 i 下) 是 多 少 9 

4, 求 Abel 域 @(V3， V5) 和 人 @(V-i，VT7) 的 导 子 . 

5. 设 f(w) 是 也 [x] 中 的 n 次 首 1 多 项 式 ，a 是 Cz) 的 一 个 根 ， 如 果 
纺 (4)/ 凡 为 爷 罗 华 扩张 ， 我 们 称 F(x) 是 加 上 的 正规 多 项 式 ， 又 老 
la) 是 Abel 数 域 , 则 称 C(x) 是 名 上 的 六 bel 多 项 式 ， 求 证 : 
《a) 如 果 F(z) 是 @ 上 的 正规 多 项 式 , 则 存在 正 整数 N， 使 得 对 于 每 个 
素数 p> 六，P(Cz) 在 有 限 域 民 。 上 均 分 解 成 次 数 相 同 的 一 些 不 可 约 多 项 
式 之 积 . 换 句 话说 , 当 p> 入 时 

Ply)= Fs) Fp) P(r) Cmod p), 
其 中 也 (2)(LSi<g) 均 是 导 pf2] 中 次 数 为 -=m/g 的 不 可 约 多 项 式 ， 这 
时 ,我们 称 (f，9) 为 F(x) 在 有 限 域 让。 上 的 分 解 型 式 ， 
Cb) 如 果 F(z) 是 @ 上 的 Abel 多 项 式 , 则 存在 正 整数 Y 和 ,使 得 对 于 


-让 


任意 两 个 素数 pl 和 ps, 只 要 pi, po> ,并且 入 =taCmod w)， 那 末 
天 2) 在 城 仿 s, 和 局。, 中 就 有 同样 的 分 解 型 式 . 
6，(a) 求证 f(z) 一 z+ x?…25 一 是 纺 上 的 bel 各 项 式 ,并 且 上 题 (b) 中 
的 N 和 % 均 可 取 为 7; 
”(b》 求 证 : 当 案 数 p 王 士 1Cmod 7) 时 ,了 (x) 在 域 忆 中 有 三 个 不 同 的 根 ; 
当 素 数 p 三 土 4， 土 3Cmod 7) 时 , f(z) 在 医 。 中 为 不 可 约 多 项 武 } 妥 
后 ,f(z) 丰 蕊 * 中 有 -…- 个 重 数 为 3 的 根 . 


二 晤 一 


三 草 ”理想 类 群 和 单位 群 


§1 类 群 和 类 数 


这 一 节 的 内 容 是 接 过 $3 中 的 话题 讲 下 去 . 我 们 在 8 8 中 证 明 
了 , 数 域 K 的 全 部 分 式 理想 形成 群 T(K), 其 中 的 主 分 式 理想 全 体 
是 它 的 一 个 子 群 P(K), 并 且 证 明了 以 下 三 件 事情 是 彼此 等 价 的 : 

(1) I(K)=P(K), 即 玉 中 每 个 分 式 理想 均 为 主 分 式 理想 ; 

(2) 整数 环 Ox 为 主 理想 整 环 , 即 0x 中 每 个 理想 均 是 主 理想 

(3) Or 是 唯 -一 因子 分 解 整 环 . 

我 们 在 本 书 绪 言 中 也 说 过 ， 从 有 ummer 时 代 起 人 们 就 发 现 
存在 着 数 域 玉 , 其 整数 环 Or 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 ,， 邯 T( 玉 ) 对 
了 (KEK). 这 种 域 的 最 简单 例子 是 实 二 次 域 QLYV10) 和 虚 二 次 域 
@ (VY 一 妈 ，Kummor 研究 Fermat 问题 时 ， 所 关心 的 是 分 圆 域 
@@( 各 ) 的 整数 环 忆 [他 发 现 当 3<p<1l9 时 ,Z[ 纪 是 唯一 因子 
分 解 整 环 ， 而 [Cza] 网 不是， 对 于 Ox 不 为 唯一 因子 分 解 整 环 即 
I( 玉 ) 写 PC(K) 的 情形 ,人 们 自然 想到 用 商 群 了 ( 玉 )/PCK) 的 大 小 
来 衡量 Or 与 唯一 因子 分 解 整 环 相 上 距 多 远 . 这 就 导致 对 商 群 
I(K)/P(K) 的 研究 ，。 

定义 1 设 虹 和 器 是 数 域 区 由 的 两 个 分 式 理想 如 时 
4 一 GPR(E)， 即 9%8 开 是 主 分 式 理想 ,我 们 称 % 和 男 是 等 价 的 ， 
表示 成 一 轴 . 

， 分 式 理想 的 等 价 显然 是 一 个 等 价 关系 .由 此 分 成 的 (分 式 ) 理 
想 等 价 类 显然 是 Abel 群 T(K) 对 于 子 群 P(K) 的 陪 集 ,从 而 可 奢 
成 是 商 群 了 7()/P( 芝 ) 中 的 元 素 ，P(K) 就 是 主 ( 分 式 ) 理 想 等 价 
类 .因此 ,我 们 将 商 群 OC(K) 一 I( 久 )/P(K) 称 作 是 数 域 及 的 理 
想 类 群 ,简称 作 类 群 ， 而 OCK) 中 的 每 个 元 素 叫 作 是 及 中 的 一 个 
理想 类 ， 


O(EK) 显 然 是 Abel 群 。 Dirichlet 给 出 关于 理想 类 群 的 韵 基 
性 结果 : 对 于 每 个 数 域 下，O( 区 ) 是 有 限 Abel 群 。 于 是 0(K) 
的 阶 (K) = |OCK) | 是 有 限 的 ，%( 玉 ) 叫 作 是 数 域 玉 的 理想 类 
数 , 简 称 作 类 数 ， 因 此 Dirichlet 的 上 述 结 果 也 叫 作 是 类 数 有 限 性 
定理 ， 而 对 于 每 个 数 域 ,On 为 主 理想 整 环 (或 唯一 因子 分 解 整 
环 ) 的 充 要 条 件 是 K 的 类 数 h(K) 为 1， 从 那 时 起 ， 对 于 数 域 下 
的 类 群 0( 玉 ) 和 类 数 有 (下 ) 的 研究 ， 就 成 了 代数 数论 的 中 心 课题 
之 一 . 

本 节 的 主要 目标 是 证 明 Dirichlet 类 数 有 限 性 定理 .我 们 也 
具体 计算 一 些 数 域 的 类 群 和 类 数 . 首先 需要 作 一 些 准 备 工作 , 


1.1 RR* 中 的 格 , 项 ijnkowski 定理 

定义 2 加 法 群 民 "的 子 集 互 9 R* 的 一 个 格 ， 是 指 存 
在 % 维 实 向 量 空间 R" 中 的 一 组 基 {a4,，…, om}, 使 得 吾 一 Za 四 … 
中 Zo 于是， 中 每 个 格 万 汐 是 区 的 自由 Ab 加 法 群 。 而 
{on,…, oo4 是 加 法 群 恒 的 一 组 基 . 

设 瑟 是 民 " 中 一 个 格 , {oz -…, ow} 是 五 的 一 组 基 ， 定 义 


Pou, ee, oo) -{ 吝 aeou|D<w<1 | 


这 是 民 " 中 的 一 个 平行 多 面体 ， 由 于 {oy,…，ow} 也 是 实 向 量 空间 
R" 的 一 组 基 , 从 而 R* 中 每 个 元 素 ( 即 向 量 ) 均 可 唯一 地 表示 成 

a 一 aod 十 … 十 aon， Ti 人民。 从 [ri 表示 实数 9 的 整数 部 分 , 则 0< 
一 ?一 [< 并 且 a=h 十 f, 其 中 


h= Drlo€EH, f ee 


换 贸 话说 , R" 中 每 个 元 素 均 属于 了 十 豆 ， 其 中 站 EP(o， …, ow)。 
男 一 方面 , 对 于 P(ea，…，om) 中 两 个 不 同 的 元 素 户 和 户 ， 显 然 
访 一 户 生 五 ， 这 就 表明 己 (oa,， …， ow) 是 加 法 商 群 Roy 五 中 诸 陪 集 
的 完全 代表 元 系 . 
到 和 一 (0 0， ea= (0, Do 0), pe 一 (0D，… 
一 使 一 


0, 1 为 实 向 量 空 间 R* 的 标准 基 设 m 一刀 roe ruE 民 . 见 哨 示 ， 
R" 上 的 Lebesque 测度 ， 芍 知 jCP (er, …, ow)) 一 19ct(r 兴 1， 加 
果 {08，…， 忆 是 格 吾 的 另 一 组 基 , % 一 之 vey, 则 auEZ 并 且 


det(wy) 一 士 1. 于 是 
wlP (oa, or) ) 一 | det Crss) dot (wy) | 
=—|dei(r) [=P lo , om)). 
这 就 窒 明 1《PCor…， oo)) 与 基 {oa, …， ow} 的 选取 无 关 ， 叶 是 格 
互 本 身 的 特性 ,“ 我 们 将 它 叫 作 是 格 互 的 体积 , 表示 成 六 ( 吾 ). 粗 
糖 地 说 , 格 五 在 RR" 中 分 布 语 稀 朴 , 则 格 五 的 体积 ( 即 平行 多 面体 
Po …，o) 的 测度 ) 也 您 大 . 
” 引 理 1 设 互 和 瑟 " 均 是 只 "中 的 格 ， 并 且 五 三 五 - 则 如 法 
商 群 豆 / 互 " 是 有 限 群 ,并 昌 | 旦 /HH'1=V (HY)/V (二 ). 
证 中 ”由 于 互 ' 和 互 均 是 秩 叹 的 外 由 人 bel 群 从 附录 B， 
(DD 即 知 存在 五 的 一 组 基 {m，*…，ow?， 使 得 卫 ' 一 no 四 四 
Zdsom， 员 EZ~{40}. 于 是 
H/H’= Z|-…DEow/ Zh DBDZdso 
SZ/dLD"DL/dZ. 
从 而 {五 / 吾 | 一 | 届 …d|， 另 一 方面 ,如 果 wm 一 半 rvep 则 
VCHN) = [det(diry) | 一 | 人 GdetGre) | 
一 la FE 
由 此 即 得 引 理 . 目 
定义 3 R" 的 加 法子 群 互 叫 作 是 离散 的 ， 是 指 对 于 R" 的 每 
个 有 界 子 集 区 , 五 人 五 均 是 有 限 集合 . 
引 理 2 (a) 良 * 中 每 个 格 十 均 是 R" 的 离散 子 群 . 
(b) 民 " 中 的 每 个 离散 子 群 也 必 是 民 " 的 某 个 7 维 子 空间 (0<< 
7 二 习 中 的 格 . 
证 明 (a) 设 瑟 为 R* 的 格 , {or,…, ow} 是 瑟 的 一 组 基 , 则 
{om} 也 是 实 向 量 空间 R* 的 一 组 基 .， 如 果 玉 是 R* 中 的 有 


一 般 一 


界 子 集 , 则 玉 中 元 素 对 于 基 {o,…, wj 的 坐标 均 是 有 界 的 ， 即 存 
在 某 个 常数 下, 使 得 当 oSrm€ 玉 ，mER 时 ， 必然 |7i| 忆 站 


(<6<m)， 如 果 aEKK 几 耳 , 则 (7;EZ, |7i|< 达 用 ， 这 只 有 有 限 多 
个 可 能 ,从 而 芭 瑟 为 有 限 集合 ,于 是 五 是 R" 的 离散 子 群 . 

(b) 设 也 是 Fe" 的 离散 子 群 ， fa，…， 只 为 刀 中 极 大 R- 线 
性 无 关于 集合 ， 则 0<r<wn， 由 于 平行 多 面体 P 一 PC, …，ot) 
为 R* 的 有 界 子 集合 ,从 而 PP 作 了 为 有 限 集合 。 由 {oy，…，tw} 的 
极 大 性 可 知 每 个 E 思 均 可 下 为 x 一 加 hm, hER、 对 于 每 个 jE 
之 , 令 


wj Tim EDNP. 
而 z+ 禄 [WJ mxEDN 了 ,从 而 也 是 由 有 限 集 合 (DNP)U 


fo …，, om} 生 成 的 子 群 , 即 DP 为 有 限 生成 Abel 群 。 另 一 方面 ,由 
于 DNP 有 限 而 ZZ 无限， 可 知 存在 两 个 不 同 的 整数 7 和， 使 得 
42; 一 wx, 即 (fj 一 人 = [2 一 [Eh E22， 于 是 入 EQCdSiSr)，、 由 
于 卫 是 有 限 生 成 的 ,并 且 每 个 生成 元 均 为 {ox,…, or} 的 人 @- 线 性 组 
合 , 乘 以 诸 系数 的 公分 母 lf 天 0) 之 后 ， 可 知 4DEZaD… 外 Za 
即 dD 为 秩 7 的 自由 Abel 群 之 wi 中 … 虽 Zow 的 子 群 ， 根 据 附 录 
BB，(D) 可 知 dD 为 秩 <7 的 自由 Abel 群 ， 但 是 +r<rank D= 
rankdD<r, 因 此 dD 的 秩 为 7, 于 是 4D=ZfB…Zf,, 而 D= 
Zi/4OD…BZfr/Q4， 这 就 表明 了 D 是 R" 中 由 向量 .PACS 人 
张 成 的 了 维 子 空 间 中 的 格 、 里 
定义 全 R" 中 子 集合 S 叫 作 是 凸 梨 合 , 是 指 
zyE8S Hoi) ES. 


太 荐 作 是 关于 原点 对 称 的 ,是 指 ZES = -xES8.. 

定理 1(Minkowski) 设 五 为 R* 中 的 格 8S 是 Re? 中 的 
Lsbesque 可 测 子 集合 (测度 表示 成 08)). 

(2a) 和 如果 jy(5) >>V( 吾 ), 则 存在 ss ES, sz#*s', 使 得 8 一 $s 


””(b) 如 果 信 又 为 关于 原点 对 称 的 西 集 , 则 当 PS) > 2 (万 ) 
时 , 改 门 五 中 有 非 堆 向量 ; 
“(6》 如 果 8 为 关于 原点 对 称 的 紧 凸 集 , 则 当 (8) 之 2"V (了 ) 
时 ,SN 五 中 有 非 零 向 量 . 
证 明 (a) 取 or,…，o% 为 格 瑟 的 一 组 基 . 了 =P(am, …, 
de ra he i i da 
合 , 它们 的 并 集 为 R*"( 这 是 由 于 卫 是 Re/ 五 的 诸 陪 集 完 全 代表 
0 从 而 {S 站 i i 并 且 
它们 的 并 集 为 S， 因 此 


wz) = BSN B+P)) -DB Ch+8) NP). 
如 果 对 于 互 中 任 党 两 个 不 同 的 元 素 h 各 如，( 一 4S) NP 与 
《一 y 十 S) NP 均 是 非 交 的 , 则 

MS) BhtS) NP Sp(P) = H), 


这 就 与 假设 4《45)>>V(HH) 相 矛盾 ,所 以 存在 及 如 E 电 ,及 #h， 合 
得 (一 十 S) 站 也 与 (一 天 十 号) 站 PP 有 公共 元 京 x, 即 

v= hi+s=—h+s, s,s EN. 
而 0#&h~h=s—sEH. 


(hb) 令 5= 可 尽 则 jp(8”) -去 -e(S) > 及 (本 ). 由 (a) 知 有 
zx, g% ES ， wz 光 y, 使 得 2 y€ 有 .于 是 24， 一 2YE5, 从 而 
= (0+(—%)) ES, 
时 Oz—yESNH. 
(6) 取 S。~(1+ 直 ) S， 则 Sm 与 尽 一 样 是 关于 原点 对 称 的 


百 集 ,而 AS 一 (1+ 二 ) w(S) > 2 六 ( 瑟 ) ( 当 mm>>1 时 )， 于 是 


外 (b 知 有 0h ESmN 五 。 由 于 {|n 之 1} 是 紧 集 51 一 28 中 的 
序列 ,从 而 有 一 个 子 序列 收敛 于 某 点 hE R" 由 于 lim 5m=S, 而 


为 紧 集 ,可 知 有 ES、 又 由 于 瑟 是 民 " 的 离散 子 群 , 易 知 五 由 非 
零 子 序列 {hm1m 之 1} 的 极限 EE 琶 并 且 h¥0。， 于 是 0#hESN 站 
a. 上 
注 记 Minkowski 定理 是 说 , 一 个 比较 规则 的 图 形 当 体积 足 
够 大 时 , 必然 包含 格 五 中 的 一 个 点 z 王 0， 特别 当 五 =Z" 时 ， 这 
就 是 通常 所 请 整 点 问题 、 研 究 R" 中 某 个 几何 图 形 中 整 点 的 存在 
性 以 及 估计 整 点 个 数 ， 这 是 数论 的 “ 数 的 几何 ”中 的 
= 而 Minkowski 定理 则 是 这 一 分 支 的 葛 基 性 定理 . 


1.2 类 数 有 限 性 定理 

现在 我 们 由 Minkowski 定理 得 到 Dirichlet 的 类 数 有 限 性 定 
理 以 及 其 他 一 些 有 益 的 结果 . 方法 是 ; 通过 nn 次 数 域 玉 到 中 
的 % 个 嵌入 将 玉 的 每 个 理想 对 应 于 RR" 中 的 一 个 格 ， 

我 们 在 第 一 章 中 讲 过 , 每 个 % 次 数 域 区 到 < 中 有 ri 个 实 嵌 
入 of 一 民 (1<si<m) 箱 rs 对 复 能 入 cn 一 antrni 忆 一 人 
(jra) ,71 十 2ra=n， 由 此 得 到 现 身 

0: K —>R", g(a) = (01 (0%), ~…, gr, (0m), Re {on rlo) ), 
Relogs, sn) ), Im or a(0)), -…, Im (or (0))), 

其 中 Re(y)，Im (y) 分 别 表示 复数 7 的 实 部 和 虚 部 ， ve 显然 是 加 
法 群 的 同 态 ， 进 而 ， 由 于 每 个 0; 均 是 单 同 态 ， 可 知 o 是 单 同 态 ， 
即 c 为 伐 入 . 我 们 称 o 为 玉 到 Rn 中 的 正则 嵌入 . 

引 理 3 设 a 为 % 次 数 域外 中 的 非 零 整理 想 . 则 afa) 是 民 " 
中 的 格 ,并 且 V(o (0))=2-"N (a) |a(R) | 

证 明 我 们 在 第 一 章 中 证 明了 整理 想 a 的 加 法 群 是 秩 n 的 自 
由 hbel 群 ， 即 4 一 Zo@… "中 Zeon， 取 押 ,…, 6 为 R" 的 标准 基 ， 


由 他 人 Be 其 中 


| gd, 1< jr; 
ns 和 十 < 十 ro 
im tar(oo))， 生 十 ra 十 1<Jssm、 


竹 是 ef 的 王 Zo(oi) 十 … 十 Zoo 并 及 

tclo)) = |det(wi) | =2 "|detto;(0)) | 

一 2 可 办 (ar oo | =2 "NC aK) NN®. 

出 学 上 式 右 边 不 为 0, 即 det (ww) 去 0, 这 就 表明 o (om),…,0 (low) 是 
民 - 线 性 无 关 的 ， 从 而 oc(0) = Zo (0) @- .@Zo (Gj 为 R" 中 的 
格 . 前 

引 理 & 设 a 是 数 域 中 的 非 零 整 理想 ， 

[K :|=n=7r1+273. 

则 . 
(a)》 存在 0FzEa， 使 得 


Vaalo) < (Ss) 1aR) NN Go). 
(b) 天 的 每 个 埋 钥 类 口中 均 有 整理 想 喘 ,使 得 
NO < 二) HAR) 
证 明 (8&) 对 于 V 一 (的 pp or) 民 ,定义 
X(Y) => gs| +2 Bt ) 
对 于 #>0， 定 义 R" 中 集合 B= 一 (gy or) ER"|%(9) 专科 . 
易 知 .Bt 是 关于 原点 对 称 的 紧 西 集 , 由 多 重 定 积分 可 算出 
p(B) = |- dy 2 (FE) /al 


ACYY et 
根据 引 理 3, 对 于 K 中 非 零 整理 想 uc (o) 为 R" 中 的 格 ,并 且 
Vlo(m) =2 "Nm iD 


= (ES)N (0) a(R) mI (BD) = (0 (0). 从 而 由 


Minkowski 定理 可 知 存在 0*zEa, 使 得 co € BB 四 
Xe toz))s<t 于 是 


lze(oO1- 下 ool< (on) 1) = 
1 


(4) a lat) PNo). 


(b) 设 aEC， 由 于 除 以 任何 素数 之 后 仍 为 理想 类 0C 中 的 
理想 ,因此 可 以 不 炉 设 a=a“! 是 整理 想 ， 由 (2) 知道 有 
0F2EA, Ne)<(E) [alE) NN (a). 令 团 =za 一 wa 
出 于 wEa 可 知 钨 为 C 中 整理 想 ,并 且 

NO) = NG) NC) <() ElaK) LN Can). 

由 于 W (aa 一 (Ow) 一 也 于 是 证 毕 ， 重 

引 理 5 当 w= [及 :Q] >2 时 ,|d( 玉 )|> 杰 (2)” ， 肥 而 
有 绝对 常数 杞 , 使 得 对 每 个 数 域 及 均 有 nn/log|a(K) | <N. 

证 明 ”由 于 数 域 五 的 每 个 非 零 整理 想 的 范 均 >>1， 所 以 由 引 


理 4(b) 即 知 |@(E) | Ya>> -全 (至 ) ,于 是 
MI 的 (KT) >(F) (SH). 
然后 对 % 用 归纳 法 不 难 证 明 上 式 右 边 之 人 (3 对)”， 从 面 得 到 


引 理 刁 的 第 一 论断 ， 然 后 立即 得 到 第 二 论 岂 .， 时 

有 了 上 面 的 准备 , 我 们 很 容易 得 到 下 面 一 些 重要 结果 . 

定理 2 Minkowski) 对 于 每 个 数 域 区 郑 人 @, 均 有 IdtK)|> 
4 从 而 全 少 一 个 素数 在 及 中 分 玻 . 

证 明 由 于 wm”= [K:@] 之 2, 根据 引 理 5 可知 


aR) > 和 (SE) >1. 


再 由 Dedekind 判别 式 定理 便 知 至 少 有 一 个 素数 在 区 中 分 歧 . 入 
”定理 3 :Dirichlet 类 数 有 限 性 定理 ) ”每 个 数 域 及 的 理想 类 
数 hCEK) 二 1CCK) | 均 有 限 ， 
证 明 ”对 于 每 个 gEZF, g 这 1, 我们 有 
Nn) a IOr/al —g 一 G=OEOrra=> a|gOn. 
由 gOz 的 素 理 想 分 解 式 可 知 9Oz 只 有 有 限 个 整理 想 因 子 , 从 而 也 
只 有 有 限 多 整理 想 4 使 得 入 (a) =g， 从 而 
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NO) «<(S) Ee 
的 整理 想 6 也 只 有 有 限 多 个 ， 根 据 引 理 4 人 b) ,天 的 每 个 理想 类 中 
均 包含 有 这 样 的 整理 想 5, 这 就 表明 天 只 有 有 限 多 个 理想 类 、 时 
定理 4 (Hermii ”对 于 每 个 固定 的 4EZ， 内 有 有 限 多 个 数 
域 及 使 得 d() 一 d. 
”证 明 设 d(K)~4， 由 nH :log12| ( 引 理 号 可知 玉 的 次 
数 有 界 ， 从 而 满足 外 十 27s 一 ww 的 mw yi， ra 也 只 有 有 限 多 个 可 能 ， 
因此 只 需 对 固定 的 一 组 各， 个 41， 个 a 证 明定 理 即 可 . 
当 六 人 0 时 , 令 


nl) “lal 
B=t(y, , YI ER | I<1/2 (eicry), 
Et) 1 1/2 
; 《Lo)， 
而 效 和 = 和 0 时 , 令 | : 
[2y | <1/2, i2yre| 
< el 
(f+ E12 
Djs) 
易 知 互 为 R* 中 关于 原点 对 称 的 紧 出 集 ， 当 rz>0 时 ， 
p(B) 一 (3)- “lal 和 ) i 
而 当 亿 =0 时， pe 四 
p(B) ~ 于 "(至 J om， lea (EE) ”一 2 站 10， 
而 FotDa) “|2|2， 根据 引 理 2 可 知 存在 0 了 zEOxr, 使 得 
co) GE 了 3 我 们 来 证 明 KK 和 =@(2). 
当 记 >>0 时 , 由 于 绎 1 时 |oslw)|<1/2, 而 
JjN (0) |= 也 orl) |>1, 


B=14 (0 加) ER 


01 一 


六 此 jca(o) >1, 于 是 Ci(w) 块 OZ (Don), 从 而 es(2) 寻 乓 
$n) 侦 此 不 同 ， 对 于 7110 的 情形 同样 可 证 

Io) |= {oC0) [>1, [os(®) [= [ole) [<1/2(2<I<r,). 
由 |Reloy(2)) 1 <1/4, |or(e) |>1 可 知 Im (oi(w)) 关 0。 轨 此 

Ca) 天 1(%2)， 

当 czxoa 和 oa 时 ,|ox(e)1< 12 从 而 oa(z) 关 oy(w)， 于 是 oi(%) 
《ts 了 由 也 两 两 不 同 。 因 此 ,在 任何 情形 下 ，2 均 有 % 个 不 同 的 
共 亏 元 素 ， 从 而 % 的 极 小 多 项 式 的 次 数 >n, 于 是 fi 加 (人 ):Q]>> 
%， 但 是 人 @( 罗 三 K， 从 而 和 [@(0D) :Qj<IK:Q] 一 0 所 以 [@(0): 
人 一 中 即 @@(o) 一 下 、 

由 于 wB, 从 旦 的 定义 可 知 |o(2) | (ts<i<m) 网 有 一 个 只 从 
赖 于 mw a rz, ys 的 上 界 ， 而 yz 的 极 小 多 项 式 的 系数 为 me(e) (I 所 
4< 呈 的 初等 对 称 函 数 ， 所 以 这 些 系数 的 绝对 值 也 有 只 依 赖 于 %， 
a, rz, 7a 的 上 界 ， 但 是 这 些 系数 为 有 理 整 数 ， 从 而 内 有 有 限 多 这 
样 的 极 小 多 项 式 ， 于 是 也 只 有 有 限 多 这 样 的 元 素 x 和 有 有限 多 个 数 
域 下 Q(x). ,这 就 证 明了 定理 重 

定理 .3 的 证 明 事实 上 给 出 了 计算 数 域 类 群 和 类 数 的 一 个 方 
法 ,这 就 是 ; 首先 计算 数 域 的 Minkowski 常数 


4 \m! 


根据 定理 3, 每 个 理想 类 均 有 整理 想 男 ， 使 得 (@) 二 对 (天 )， 因 
此 , 如 果 我 们 对 每 个 有 进 素数 2< M (KE )， 将 pOx 作 素 理想 分 解 ， 
即 求 出 p 的 全 部 素 理想 因子 p, 不 难看 出 ， 类 群 C(EK) 是 由 集合 
妈 一 《中 ] pip 羽 履 ( 玉 )} 生 成 的 ， 其 中 ip] 表 示 素 理 想 p 所 在 的 更 
想 类 ， 当 集合 4 不 太 大 时 ,考查 4 中 诸 元 素 之 间 的 乘法 关系 ， 就 
可 决定 类 群 C(E) 和 类 数 (区 )， 下 面 我 们 举 一 些 例子 

例 1 实 二 QV dh)， d>0, 无 了 方 因子 m2,7 
0，. 从 而 天 (KR) 一 地 (aE) IY2, 


对 于 玖 ~Q(V5)，&(K) -5, 1( 克 ) <2， 于 是 域 下 的 每 
一 1038 一 


个 理想 类 均 有 整理 想 器 , 和 (38) = 革 即 =Or、 从 而 每 个 理想 类 
均 是 主 理想 类 ， 从 而 类 群 C( 严 ) 一 { 耻 , 类 数 K) 1, 即 
1 a 
为 主 理想 整 环 . 
对 于 KK=@(VI0), dK) =40， MK) 一 二 V0< 生 素数 
2 和 3 在 下 中 分 解 成 
20r 一 b2， 太 (pb) =2, bp 一 (M10, 2) 不 为 土 理想 , [ph]*=1, 
30Fk= Paps, NpD 一 Nb2) =3, i= (1+ M10, 3)， 
(由 于 [pxpsj] = [8Ox] =1)， 
于 是 C(tEK) 由 {[pbI]，[pJ} 生 成 ， 出 于 
phi= (v1I0, 2) (1+ 10, 8) 
= (10+ MMI, 2+2~/10, 38V10, 6) D2- VIO 
(因为 了 上 V10 一 介 2MI0) -6) =2 一 MI0)， 从 而 
aphpa 一 人 一 ~/10), 
a 是 某 个 整理 想 ， 取 范 得 到 入 (a) ,3.3- |1W(2- M0)|=6， 于 
是 交 (o = 二 即 =Or, 从 而 ji 为 主 理想 (2 一 10)、 这 就 表明 
[p= [pm， 于 是 C(EK) 是 由 名] 生成 的 2 阶 群 ,而 CK)=2. 
例 2 碟 二 次 域 玉 =@ (~ 一 Q)，d>>0， 无 平方 因子 , % 一 32， 
tal， 从 而 了 (KE) 一 六 2K) | z 
， 对 于 区 =@(V 一 28)， ML(K) -二 V 弱 一 4 由 一 28 寺 1(mod 
3) 可 知 2 在 五 中 完全 分 列 
20x= HPs, hil = [pa] > ND = Ns) =2, 
注意 Or 一 Z+Z(H 革 并 )， 如 果 h 为 主 理 想 , 则 


要,)》 


i= (e+ 


-一 区 5 一 


从 而 2=N(pD)=(a+ 喜 ) + 于 bb 


于 是 (2 十 玖 ?二 231 一 8， 但 是 易 知 此 不 定 方程 无 解 必 5 EZ， 这 
就 才 明 bu 不 为 主 理想 , 即 [pa *1、 类 似 地 ,由 (一 和 ] - 工 可 知 


在 下 中 也 完全 分 效 ; 38Ox 一 qiqs, [qd = [921 ”YN(q2) ~ N (gs) 
38， 由 于 不 定 方程 (24 二 四 ”十 285? 一 12 也 无 有 理 整 数 解 5E 乙 ， 
因此 [9 于 1, 进而 , (24 十 丰 ? 二 283324 有 解 (g, 8) 一 (0，1)， 因 


此 着 令 a= (三 妆 二 二 ), 则 六 Co) =6, 于 是 a 为 菜 个 hh 乘 以 某 个 
9qj， 邑 某 个 Ipd] 和 某 个 [qj] 相 乘 为 1 这 就 表明 OCK) 是 由 一 元 


fp] 生成 的 循环 群 . 由 于 (2a-H2)?-28322~ 16 无 有 理 整 数 解 , 从 而 
[pb]2 坟 二 a 32 有 解 (&, 5) = (1, 1)， 妈 对 于 


主 理想 a 一 (1+ 于 分 一 下 ),， Wo 一 8， 从 而 a 一 3,baps, pa 理 或 


于 是 1= [py”, [hi [hz], [hal pas]? 或 [ps]?， 如 果 [ps]?[pa 
一 二 由 于 Lp 一 了 p21 得 到 px] 一 1, 这 是 不 对 的 因此 [hi ?pa] 
天 1, 同样 地 [qx [9a]* 关 1.。 于 是 只 能 是 [qi 或 [9a] 一 1 这 均 走 
明 [qi 为 三 阶 元 素 ， 于 是 VE 是 由 [qq] 生 成 的 8 人 而 
类 数 有 (KK) ==3. 


对 于 区 一 @ (MV/= 本 )， MK) ~ 2VB6. 由 
67=5(mod8), (= er)= -= 


可 知 2，3,，5 在 玉 中 均 是 惯性 的 这 就 表明 信 (a) <5 的 整理 想 
0 均 是 主 理想 ， 从 而 OC(K) 只 包括 主 理想 类 ， 妈 (有 K) wl、 类 似 
方法 可 证 得 对 于 五 一 和 @(v 一 中), 4=1, 2, 3. 7,，11,，19,，48,，67 
各 163, 均 有 (及 ) 一 (习题 分 高 斯 曾经 猜想 左 二 次 域 当中 只 
有 这 九 个 域 的 类 数 为 1、 这 个 猜想 直到 1967 年 才 由 英国 数学 家 
Baker 和 美国 数学 家 Stark 分 别 独立 地 证 明 ， 高 斯 关于 二 次 域 类 
数 问题 的 另 一 个 著名 猜想 是 : 存在 着 无 穷 多 个 实 二 次 域 其 类 数 为 
1， 这 个 猜想 直到 现在 既 未 被 证 明 亦 未 被 推翻 ， 我 们 在 本 书 第 工 
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部 分 要 指明 证 明 这 一 猜想 的 困难 所 在 . 
例 8 一 (ww)，w? 一 2w 十 9 一 0， 这 是 对 2 的 Bisenstein 
型 数 域 ， 从 我 们 已 经 讲 过 的 Eisenstein 型 数 域 一 般 结 果 本 知 
叶 |Or/ 了 [wo] |), 而 dsll, oo，o3] 一 一 (4 (一 轨 2 十 212 = —4.19. 
于 是 4CK)= 一 4:19 并 且 OO=Z[fw].， 由 4(K)<0 知 2 一 2x 十 2 
只 有 一 个 实 根 ,于 是 % 一 3, 一 rs=1, 所 以 
M(E)= = 全) -2VID=2.4-- 


因为 KK 是 对 2 的 Bisenstein 型 数 域 , 从 而 20r 一 FP”， 即 只 有 Pp 是 
入 (9) =2 的 整理 想 . 因为 五 的 每 个 理想 类 必然 包含 Or 或 者 了， 
从 而 Ri 到 ) 生 23， 并 且 太 ( 开 ) 为 元 素 - 拉 的 阶 ， 但 是 由 各 一 20x 知 
[ph]* 一 1, 而 [ph] 不 可 能 为 3 阶 元 素 ( 因 为 h( 玉 ) 必 2)， 从 而 只 可 能 
[pj =1， 于 是 (KD)=1.， 

但 是 当 肝 (区 ) 很 大 的 时 候 ， 上 述 方 法 计算 起 来 是 相当 麻烦 
的 . 我们 在 本 书 第 工 WS dd 究 数 
域 的 类 数 ， 


可 题 


1. 设 e 为 ”次数 域 互 中 的 分 式 理想 , oa: 开 -> Rs 为 正则 嵌入 , 则 Ko) 光 Rs 
-中 的 烙 , 并 县 了 (ca(o))=3 一 Ca)1e( 开 7)1-02 


23. 设 4, b,c€ R, dac 一 5?>0， 求证 当 1>2V 44c 一 0? 时 , 存在 (%, Y) E 


Za (z, 妇 ) 史 (0, 0), 使 得 az2-Hboy 十 oy?< 疡 
3. (a) 来 以 下 实 一 次 城 的 类 群 和 类 数 ， 
K=Q(tVa), 
| 4d=2, 3, 5, 6, 7, 11,.13, 14,15, 17, 19, 21, 22, 23; 
《b》 求 以 下 处 二 次 域 的 类 群 和 类 数 ， 
| K=-Q(V -0), 
=1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 43, 163; 
、 (0) 求 数 域 正二 @《w), ws 十 w 十 1 一 0 的 理想 类 数 . 
4. 设 区 == 和 QC《V 一 8), 4>0, 无 平方 因子 , 并 且 AUK) 二 1， 求证; 
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ta) 当 a>10 时 , 必然 4 三 5(mod 8); | 
《py 如 果 z 为 坷 素数 并 且 4< 人 如, 则 (全 == 一 二 
Ke) 如 果 吕 > 19, 则 4= 一 符 ， 一 67， 一 6383， 一 403， 一 547 或 者 一 站 7 
(mod 840); 
(d) 如 果 4>163, 则 必然 #2000., 

5。 求 证 ， 
(a) 下 =@ (VY 一 14) 的 类 群 是 4 阶 循环 群 ; 
《b) 五 =Q@ (V 一 红 ) 的 类 群 是 两 个 2 阶 特 环 倍 的 直 积 ; 
《6) 到 =@ (VY 一 103) 的 类 数 是 5。 

6， 求 证 ， 
(a) @@(O 和 因 (o+w (oo 一季) 的 类 数 均 是 卫 

1 《b) (woo=511) 的 类 数 是 1, 

7. 求证 : 
(Ca) 也 [3] 和 王 [aj(os=ax 二 1，ae 民 ) 均 是 主 理想 整 环 ; 
(pb) 五 [Ym%]Cm=3, 5, 6) 均 是 主 理 想 整 环 ; 
《ce) 忆 [ol(oe R, wi 二 由 一 四 是 主 理想 整 环 . 


$2 Dirichiet 单位 定理 


4.1 Dirichlet 单位 定理 . 

对 于 每 个 数 域 玉 ,我 们 以 Ux 表示 整数 环 Or 的 单位 群 , 即 Ux 
是 Or 中 先 法 可 逆 元 素 全 体 所 形成 的 乘法 群 。， 本 节 的 主要 目的 是 
决定 单位 群 Uz 的 结构 我 们 在 第 一 章 已 经 知道 , 数 域 区 中 的 单 
位 根 ( 邵 乘 法 有 上 限 阶 元 素 ) 全 体 是 有 限 循环 群 , 表示 成 Wx, 这 是 裤 
法 Abel 群 Ux 的 扭 子 群 。 根 据 附录 了 (1 可知,Dx 中 存在 一 个 无 
担子 群 ( 即 自由 Abel 群 )Vx， 使 得 Uz=WWxxVx( 直 积 )， 我 们 
要 证 明 , 自由 Abel 群 Vx 的 秩 是 有 限 移 ,并 且 等 于 71 十 7s 一 J， 其 
中 训 和 rs 分 别 是 下 到 中 的 实 嵌入 个 数 和 复习 入 对 数 ， 这 就 
是 著名 的 Dirichlet 单位 定理 ， 在 证 明 此 定理 之 前 ， 首 先 给 出 Oz 
中 元 素 属于 Ux 或 者 Wx 的 判别 条 件 . 

引 理 6 设 区 为 n 次 数 域 ， oz -…, os 是 区 到 忆 中 的 % 个 
捞 入 . 包 伯 Or. kn , 2 


一 16 一 


wi 了 nm 


(a) vEUrz 拓 ze 人 wy) 一 土 症 

(bh) EWES [nl |=1(<i<n). - 

证 明 (a) 如 果 wEUg; 则 ww 7EOx. 于 是 Nw, NE 
和 但 是 站 (Ge 一 人 由 一 1。 从 而 六 一 士 1 反之 , 若 
&EOr，N Co) = 土 贞 则 % 是 多 项 式 ; 


jy Co) 一 Cm Gi)) = 二 +0 ee .4 ast1€ ZIe] 


的 根 :” 于 是 w ?为 Zz] 中 首 1 多 项 式 必 土 a "十 和 -2 十 
也 的 根 , 从 而 1EOa, 即 ET. 
(b) .如果 %% 为 单位 根 , 即 存在 某 个 meE 王 .使 得 一 二 则 
CI 一 ae(om) 一 1U<éem),. 

于 是 1ci(g] =1(1<o<n)， 反 之 , 设 wE0O0rx, |oi0) | =1L<ts 

罗 , 则 wtjEZ) 是 %n 次 多 项 式 
“fe) “Hee)) = 十 12 十 Ww 一 woE[0] 


的 根 . 0 均 是 cj)，…，on(5 的 初等 对 称 矢 数 , 但 是 
vit) | 一 … 一 [aoc | =1, 

因此 lal< ("0m-D. Z[w] 中 这 样 的 多 项 式 只 有 有 限 多 
个 ,从 而 存在 两 个 有 理 整 数 j, 上, 和 > 克 使 得 邮 一 名。 由 于 wx0, 从 
而 wi “=i， 这 就 夫 明 以 是 单位 根 。 目 

定理 5(Diriehlet 单位 定理 ) 设 区 为 和 次数 域 ，K 到 C 中 
有 Fs 个 实 撒 入 和 信和 对 复 藤 入 ， 入 士 213 一 %， 则 DF 二 Wx xVx( 直 
积 ), 坊 让 Wx 是 尺 中 单位 根 群 (有 限 循 环 群 )， 而 Fr 是 秩 为 了 一 
4 十 ra 一 二 的 自由 和 bel 群 , 

证 明 ”考虑 对 数 映 射 : 

LUr > Rs, 1 = Galog [no, Mrlog ln |), 
其 中 二 gD)， hh=1( 对 于 467)，2 (对 于 1 十 1<é<ni 十 
rs) 易 知 1 是 从 缮 法 群 Ux 到 加 法 群 Rete 中 的 同 态 ， 根 据 引 理 
8) 可 知 
- NyEKer? «> 1og | 979] 一 眉 人 < 八 多 雪人 十 人 3) 

-_— WB — 


Sn | 一 1GL < mnEWE, 

因此 Keri=Wrx、 于 是 Vx-Uz/Wix 信 lLUr)， 另 一 方面 , 如 果 淄 
EUE, 则 由 引 理 6(a) 知 

Slogln®?| Slogly®| =log|N | =0. 
这 就 表明 每 集合 Z(Da) 是 Ri" 的 超 平 而 

H= { (Ga， 人 raprs) € Rfn [G+ nt = 0} 
的 一 个 加 法 子 群 。 进而, 对 于 R"*" 的 每 个 有 界 子 人 梨 BB8, 则 在 在 一 
个 常数 M, 使 得 (ea， 3 r+rs) EB 时 ， [a | ME +r . 
于 是 车 10%) €B, 则 [we Cien)， 从 而 5 所 满足 的 多 项 式 

JUc Py 


的 诸 系数 也 是 有 界 的 ， 的 这 料 的 多 项 式 只 有 有 限 多 


个 ,从 而 满足 ?wy) EB 的 元 素 nEUx 也 上 只 有 有限 多 个 , 即 了 IT 
五 是 有 限 集合 、 这 就 表明 JUx) 是 Retn 的 离散 子 群 ， 根据 86 
中 引 理 2,7(Ug) 是 R%+" 的 某 个 子 空间 中 的 格 ， 由 于 了 KUr)C 互 ， 
可 知 1(Ux) 的 秩 < 二 7s 一 1， 为 了 完成 定理 5 的 证 明 , 我 们 只 笑 
再 证 1CUz) 中 存在 ?个 之 -线性 无 关 元 素 即 可 ， 这 需要 以 下 三 个 
引 理 ; a 

引 理 9 对 于 0 和 aE Ox, 我们 也 定义 
0) 一 (op re) = Malog [oD], oo, hpnlog amth)}). 
则 对 于 每 个 0 去 aE Oz 和 每 个 上 ,1<b<<ri 十 19, 均 存 在 0 二 BE Og 
使 得 了 8) = (Bz …， bn) 满足 刀 二 my ( 当 j 关 EF 时), 并 十 哄 一 


[NB) | <(F) lAE) 2. 


证 明 不 妨 取 上 =1， 定 义 
B= {m0 ,1) ER"| |of So <i<r), 
Wt SO(n lira) }, 


其 中 core 2) A) Ls, 


而 0-<<cc<en(2<tS 和 5 十 rm， 由 
WBY =2r00 Cn m "Cn si Cn4n = "2 "dEK) I 
于 是 由 Minkowski 定理 , 可知 有 0 王 B6EOx, 使 得 
hlog [B® | logo<a (ESErit rs) 


证 [N08)] 0 Cn +n ~ (2) lack) ne 


从 而 8 即 为 所 求 . 目 
引 理 昌 对 每 个 81L<k<ez 十 ra)， 均 有 
UE Ux, Lup) 二 《的 ore 
使 得 当时 ,过 0. 

证 明 ”从 和 任意 一 个 am EOxr 一 {0} 开 始 ， 根据 引 理 7 依次 求 出 
ma 0s,…， 七 Or 一 {0}， 使 得 当 j 大 5 时 均 有 CRN AUCHSR 
(这 里 QC(@D) ;表示 向 量 7(m) ER"t" 的 第 宇 个 坐标 ), 并 且 | (ew) | 
气 寻 、 由 最 后 一 个 条 件 可 知 主 理想 集合 {ajOxr|j 一 1, 2,…} 是 有 限 
集合 。 从 而 有 j>%, 使 得 Or 一 Or， 令 owpos, 则 wsEUz, 并 
且 浇 尼 引 理 条 件 ， 目 

利用 引 理 8, 我 们 得 到 六 十 个 单位 ww 使 得 

[A 一 (Ca ntr)， 
而 名 十 vs 阶 实 方 阵 (ys) 的 元 素 符 号 有 形式 

十 
(Csgnyy)) 一 士 . ,| 
+ 
并 (ww) 人 为 证 ?ww) (SFri-+7s) 中 有 
"ei 十 72 一 二 
个 线性 无 关 ， 我 们 只 需 证 明 方 阵 人 gs) 的 秩 为 7 即 可 ,而 这 可 由 下 
面 的 一 般 性 引 理 推 出 . 
， 引 理 9 设 4=(@wy) 为 m 阶 实 方 阵 ， 主 对 角 线 上 元 素 为 正 ， 

而 其 余 元 素 均 为 负 , 并 且 每 行 元 素 之 和 均 为 0, 刚 


rank Am~=mnz—1, 


WE 
: | 如 果 其 中 有 
rn 
2% 一 1 个 列 向 量 是 线性 家 关 的 .必要 时 对 于 方 阵 4 的 诸 行 和 诸 列 
作 一 个 适当 的 置换 , 不妨 设 4 的 前 % 一 1 列 线性 相关 ， 则 有 不 金 
为 0 的 kE RR, 使 得 加 im. 一 0( 零 列 向 量 )、 必 要 时 冬 以 适当 常数 之 
后 ,可 设 如一 上 二 而 其 余 | 砷 j<1 (ljm 一 1，j 生 录 ， 现 在 考 左 4 
的 第 五行, 便 有 
9 zf < > LA > tow— 0 
这 就 导致 矛盾 .因此 rank 4m 一 1. 目 
这 就 完全 证 明了 定理 5 这 个 定理 也 可 叙述 成 如 下 形式 : 数 
域 中 存在 着 + 一 m1 十 rs 一 1 个 单位 加， …,mE UE, 使 得 每 个 单 
位 PE Uz 均 可 唯一 地 表示 成 a 
N= wn WEWE, we Z. 
这 样 一 组 单位 {my,，…, wr} 称 作 是 域 到 的 一 个 基本 单位 组 . 于 
A81, ，…， sr 又 是 区 的 一 个 基本 单位 组 ， 则 易 知 


Bi 一 人 > WE WE, GyE 之 ， det\gy) 一 土工 


以 外 ,如 果 令 34m) = (ya, -srt (为 对 数 映 射 ), 并 且 定义 
Rm, 1) = [det C3) 3c,s<r| . 
则 《由 于 log|s 如 | — Sewlog ls)): 
Bles, ,8r) = |det log | st |]) crnerl 
-一 Dmaxlr—10) | det (log | sl |) | 
一 2 0 | det(log|n®|) |* [det (ay) | 
=ROn, …, %). : 
这 就 表明 实数 五 (Hy,…，) 与 基本 单位 组 {m1，…, m4} 的 取 法 元 
关 , 从 而 它 是 数 域 K 的 不 变量 , 我 们 称 它 为 数 域 五 的 regulator， 
并 且 沁 成 B(K)、 我 们 在 本 书 第 本 部 分 将 会 看 到 ， 且 (EK) 混在 类 
一 39 


证 明 设 (@3) = (WW …， Vm)， | 


数 丸 (KK) 的 解析 公式 之 中 .对 于 一 般 的 数 域 ,寻求 尼 的 起 本 音 
位 组 是 件 相 当 困难 的 事情 ， 因 此 至 (下 ) 也 是 用 类 数 解析 公式 计算 
类 数 4 天 ) 的 一 个 主要 困难 所 在 . 

以 下 而 涉世 我 们 蔡 -- 些 计 和 本 单位 组 的 鱼子 


23.2 实 二 次 域 的 基本 单位 ， Peil 方程 ; 

-对 于 虞 二 次 域 玉 , 4 一 0, ra=1， 于 是 7 一 11a 一 1 一 0， 这 
由 明 单位 群 Ux 就 是 单位 根 群 术 x， 而 在 第 一 章 中 我 们 已 经 完全 
决定 耳 虚 二 次 域 的 单位 根 群 ， 从 而 也 就 完全 决定 了 央 一 次 域 的 单 
位 群 . 

现在 我 们 考虑 实 二 次 域 开 =@Q(VTZ)， d>0, 无 平方 因子 ， 这 
和 肝 一 2, 73s 一 0 7 一 ?1 十 ?79 一 一， 即 下 的 基本 单位 组 由 一 个 单 
位 构成， 称 s 为 实 二 次 域 正 的 基本 单位 ， 由 于 邢 x 一 { 土 想 , 因 
此 Ux 一 { 土 s"]nE Z}。 不 难看 出 ， 可 以 作为 基本 单位 的 只 有 土 # 
和 和 土 e ,从 而 满足 s>it 的 基本 单位 是 唯一 确定 的 

对 于 ds 2 8Gmnod 汐 的 情形 ,Or 一 之 [v 31， 从 而 下 中 整数 
可 写成 4 十 bd, a, 5EZ. Ln he 中 单位 < 

N(lgtbV a) = -d= +1 

《 引 理 6) .二 元 二 次 不 定 方程 w de 土 1 称 作 是 Pell 方 程 . 于 
是 我 们 看 到 ，Pell 方程 在 Z 中 前 解 (x, 级 与 实 二 次 域 的 单位 有 密 
切 联系 , 而 由 Ux 的 结构 不 难得 到 Pell 方程 全 部 解 的 结构 ， 上 基体 
说 来 就 是 ， 

引 理 10 设 K~-@(Va), d>0, 元 平方 因子 ， d=2, 8(mod 
全 、 令 sg 十 bs (g, bEZ) 是 域 下 的 基本 单位 ，g>1. 又 令 
要 一 (dB dm th a, a, 6.EZ. | 

(a) 如 果 芒 (ga) 二 1， 则 Pell 方程 x 一 dy 一 1 无 有 理 整 数 
解 ,而 一 dy?==1 的 全 部 有 理 整 数 解 为 {( 士 @。, 土 5%) |nE 2}、 

(b) 如 果 太 (8) 一 一 41, 则 2 一 dy? 一 一 1 的 全 部 有 理 整 数 解 为 
{( 士 aoofi， 土 52041) jwEZ}, 而 wr 一 dy 的 全 部 有 理 整 狼 解 为 

{Fam, bm) hE ZF}. 
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”证 明 这 是 由 于 如 果 W(s) 一 1 则 Uz 一 { 土 2*|wE 2} 中 得 个 
单位 的 范 均 为 1、 吉 时 入 Ce) = 一 1, 则 范 为 1 的 单位 全 体形 成 人 x 
的 一 个 指数 为 2 的 子 群 ， 并 且 这 个 群 就 是 { 土 2”|mE EZ} 将 这 些 
翻译 成 Pell 方程 的 语言 即 得 引 理 . 是 

注 记 (1) 对 于 实 二 次 域 @@(V 5g&), 它 的 基本 单位 何 时 范 为 
二 何 时 范 为 一 1? 目 前 有 不 少 判别 法 ,但 是 都 适用 于 集 些 特定 的 情 
形 ( 例 如 习题 7?)。 对 于 一 般 情 形 目 前 还 没有 简便 而 完整 的 判别 方 
法 . 

《2》 我们 也 可 由 解 Pell 方程 o2 一 gz= 土 1 来 求实 二 次 域 

K=Q(Va) (d=2, 3(mod 4)) 

的 基本 单位 ; 设 wx, EZ 满足 一 Pp? 一 1 或 一 1, wbvVG>1, 并 
且 使 得 es 十 3/ 56 在 这 些 条 件 下 达到 最 小 ， 称 (a， 忠 是 Pell 方程 
2 一 dy 一 土 的 最 小 解 。 显然 ,对 应 于 这 个 最 小 解 (4, 5),， 8 一 十 
6 3 就 是 实 二 次 域 @(wAE ) 中 满足 es> 工 的 基本 单位 . 

设 (c， 旨 为 Pell 方程 2? dy?= 十] 的 最 小 解 , 则 必然 >0， 
5>>06 (因为 . 士 wg 士 BE 中 只 有 一 个 汪洋 、 令 

or 十 Ba d= (gt bv dd)", wl1, .， 

则 (gt+bV Aa) (oth uv BG) = (0 VF) 
于 是 六 一 5 :二 pa dt 从 而 序 列 {b.} 是 六 增 的 ， 因此 ， 我 们 可 以 从 
Y 一 1，23，… 以 次 试验 boys 士 1 是 否 为 完全 平方 数 .” 如果 5 为 最 小 
的 自然 数 , 使 42 或 6 一 1 为 完全 平方 数 , 令 & 为 这 个 完全 平 
方 数 的 正平 方 根 ,我 们 就 得 到 xz? 一 dy?= 土 1 的 最 小 解 (a, 5) ,从 而 
也 就 得 到 实 二 次 域 @ (VY 4) 的 基本 单位 sa-+bvV 如 >1. 

例 下 一 Q(M14)，Paell 方程 为 vw? 一 14y?== 土 1， 由 于 手册 
1，14*23 土 1 和 14.3? 士 1 均 不 是 完全 平方 数 ， 而 14.43 十 工 一 153 
从 而 se=15-+4MI14 为 区 移 基 本 单位 ,而 Nis) = 一 1 于 是 Pell 
方程 一 一 314 一 1 的 全 部 解 为 

{CF Gon, Ry Ey CZ}, 
耐 罗 一 140 ~ 一 1 的 全 部 解 为 
{C+ Wnt 十 pe) [gst bonr1 a 
-一 1 一 


一 (15 十 4、/ 人 st， wn€ ZZ}, 
0 1(mod 4) 的 情形 ， 
-QV GI), Or= ZOZo, w=- 访 (L LV). 
从 而 KK 中 整数 表示 成 
A tb At A We 
A 二 B (mod2). | 
一 到 (4 十 BwW) 为 单位 < A427B? 一 土 4 对 于 这 种 情形 我 
们 有 
引 理 扩 设 及 =@(MQ),4>0, 无 平方 因子 ,4 二 1(mod 滑 ， 
se—T(atbV/ a)>1 
为 域 将 的 基本 单位 ,&, 5E Z, 4 二 5(mod2)， 令 
3 Ca 
则 
(8) 当 入 (8) 一 一 1 时 , 必 一 dy* =4 的 全 部 整 解 为 
攻 士 Gaw， 士 Ban) |%E 到]}， 

而 ”一 dy? 一 一 4 的 全 部 整 解 为 {( 土 dr1， 土 bam4z) |mEZ}。 当 
As) 一 1 时 ,vw 一 dy? 一 一 4 无 整 解 ,而 一 02 一 4 的 全 部 整 解 为 . 
{( 土 @, 土 b,) nzE 2Z}. 

hb) D1, 如 果 o=5=0(mod 分 ， 则 we 一 go 


机 avto 十 可 jos ) mEZ), -ar-1 


的 全 部 束 解 为 {( 土 21 土 可 go 土 土豆 to) 吧 毛 zl 如 只 & 六 三 1 (mod 


2), 则 ;一 dy*~ 一 1 的 全 部 整 解 为 上 ( 土 村 ens, 土豆 ors ) |nE 


Z}, -dy* 一 1 的 全 部 束 解 为 作 土 二 ao， 土 二 ij| acZ|. 当 
Ne) 1 时 ,一 dy 一 一 1 无 束 解 ， 如 果 4=5=0(mod 2), 则 民 


~—113— 


dw" 一 1 的 企 部 整 解 为 土豆， 二 二 到 加 ) ne 之 )， 吉 果 4= 
4=1(mod 2), 则 2dy? 一 1 的 全 部 整 解 为 


攻 主 于 mw + be ) nE z}. 
证 明 对 于 人 a) 可 象 引 理 10 一 样 地 证 明 ， 对 于 (bb), 我们 只 锋 
证 明 , 如 果 
s= 计 (4TbVT) -二 (wthvV d)>1, m=h=1(mod 2), 
则 aa 二 六 二 10nod 2 ,而 m3 二 bs 二 0Cmo0d2)， 由 此 不 难得 到 (中 


全 部 结果 . 
设 8 一 级 十 Bi $l, G1 三 1 三 1 (mod 2), 则 


aa 上 +DVE -六 (mtb V6) -二 (as+db’+2ab Vv a). 
由 于 ww? 宇 如 二 三 1(m0d 少 ,可 知 
Co 一 于 (oz 十 gl =1(mod2), bs—0b=1(mod2). 
另 一 方面 ， 
(Gut ba B) -H(t BT)? 


于 [e+ 3adb?-+ (882b+ bd) /可 ] . 

由 于 92 一 bd = 土生， 从 而 

-3ed03 一 ac(a2- 二 830250 ~—4a (bd+1) =0(mod 8), 

3aPb + bd b (da+ bd) 一 4a8(cs 士 人 三 0tmod8)， 
从 而 ss= 加 =0GCnod2) ， 这 就 完全 证 明了 引 理 4， 和 
。 注 记 对 于 实 二 次 域 Q@(V 4)， 其 基本 单位 84>1 究竟 有 多 
大 ?这 也 是 人 们 长 期 以 来 所 关心 的 问题 . Qa= 如 十 4 没有 平方 
因子 ,i>>0 (例如 t==1,，3, 5 等 等 ), 则 5 一事 I (可 题 3) 。 


和 如果 qd 一 纪 一 上 无 平方 因子 ,t> 吕 则 4 一 了 (VI) (习题 各， 
对 于 这 两 种 情形 ，ss 差不多 等 于 VG， 但 是 
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e071 — 48842 + 5067~、/67, e6s —2148295+221064~、/94, 
这 表明 sa 的 大 小 也 很 没有 规律 。 关于 se 的 目前 最 好 的 上 和 界 ， 是 
由 华罗庚 于 1942 年 得 到 的 . 


hw* lop sse<BVG log 好 十 Vd. (K—@ (Va)), 


(我 们 在 本 书 第 工 部 分 要 解释 ,为 什么 类 数 如 和 区 的 regnlator 
log se 措 在 一 起 ), 特别 地 有 log se< 寺 3 log d+ V6， 


2.3 其 他 例子 

例 1 非 全 实 的 实 三 次 域 设 下 =Q@(o)，o 是 实 的 三 次 代数 
数 ,而 a 的 另外 两 个 共 狗 元素 是 一 对 共 匈 卉 数 . onoER, ?= 
wt bh, og— bo, 6, bER, B00 于 -1 一 J， 于 是 ?=f1 
十 fs 一 1 一 1， 从 而 下 的 基本 单位 组 也 只 包含 一 个 单位 8， 与 实 二 
次 域 情形 一 样 ,我 们 称 8 是 三 次 域 K 的 基本 单位 ， 并 且 由 于 Wx 
~{ 土 二 ,从 而 可 以 作为 基本 单位 的 只 能 是 土 s, 鞋 e"*， 于 是 >1 
的 基本 单位 也 是 唯一 确定 的 ， 而 五 中 每 个 单位 均 可 表示 成 土 , 
如 很 之 、 : . 
引 理 13 设 不 = 人 @(o) 是 实 三 次 域 ,ri 一 7s 一 1， 为 域 尺 的 
任意 一 个 单位 ,n>>i， 则 

(a) la I< ldrtl, %, I<4 t+24 

(b) 如 果 a 的 极 小 多 项 式 为 (x) 一 zz-+kx 一 1，KE 世上 之 2 
〈 易 知 这 样 的 2) 必 是 仍 [z] 中 不 可 约 多 项 式 )， 并 且 和 毕 ? 十 只 无 
平方 因子 , 则 a*+ 是 域 K 的 基本 单位 . 

证 明 (a) 由 于 9>1, mEUx, 从 而 生食. 于 是 下 ~ Q(m), 
即 5 与 其 另外 两 个 共 轮 元 素 9， 7m 两 两 不 同 。 而 由 假设 4 一 Ys 
一 可知” 和 mn 中 是 一 对 共 罗 的 复数 ， 于 是 入 (9) 一 7 bg 


0, 即 一 二 A wwE R, >1), 则 bo| = [In| -过 ,于 
是 = 二 er ,9G) 一 二 oo， (0<w<m) 。 有 从 而 


一 芯 5 一 


jet %, mV = 


E 7 中 I 
det I 7 7 
1 m3 他人 - 
2 [CREO CR En) 
2 + 320080) sno ; 
(注意 当 w>1 时 ,ww 一 2c082>>2 一 2 一 0， 而 0<v<w 时 sn 
之 站 邻 2 一 个 十 wa w=c089, 则 
[dx (1, n, nN [Y= 4 (t— a -1<w<1. 
固定 (从 而 固定 芒 ， 将 上 式 右 边 看 作 是 2 的 函数 (一 1<x<): 
9g) =4G-w) V1-w ， 当 一 1<v<1lD 时 g(w) >0, 而 9g( 土 1)}= 
0。， 从 而 g(2) 在 《~~I，1) 中 茶点 4 一 6。 有 景 大 值 ， 由 于 g (2) = 
4 Gem 一 /M1 一 太 ， 从 而 206 一 6 一 1 一 0， 即 6 为 hh(w) = 
223 一 雹 一 1 的 根 ,由 于 和 (一 =1+t>0, (1 =1 一 0,h( 一 w3 
/区 = 号 人 -了 <0， 从 而 o< -ura/3， 即 凡 s 一 4oa<0， 再 由 
ic=26 一 1, 即 #303 一 4ct 一 40? 十 1, 从 而 
[dz Cl, nm, mt) | <16G -0) (1 —0) =16(8+1—0—0) 
— dst 24 + 4 40 — 46) 
htt24 = dn 94 
最 后 , 1a 及 ) | <<]adz(l, 9， 7) | 是 显然 的 ,因为 [dx (1, oo939| 关 0。 
(by 由 于 flw) 的 判别 式 为 一 (42 十 27)<0, a 为 f(w) 的 实 根 ， 
从 而 另外 二 根 汶 共 轿 的 虚 根 . 于 是 满足 (a) 中 条 件 , 并 且 m& Ux。 
由 于 (KK)1Ox/Z[ 13 一 dax(1，a，oa) 一 一 (4 和 十 的 )， 而 假定 
4 十 27 无 平方 因子 ， 从 而 &( 玫 ) = 一 (4 区 十 27), Ox 一 ZIa]， 设 
7 之 1 为 KK 中 基本 单位 ， 则 |artl, %, 7 ||dK) | 一 入 8 十 27. 但 


是 由 (8) 知 [drCl 9) 145+24, 从 而 和 < 如果 荆 一 a 十 


上 不 是 基本 单位 ， 出 由 于 ow? 十 是 大 于 工 的 单位 ， 从 而 oa2 十 天 一 7 
3， 于 是 于 一 人 天 一 a2 十 天 < 十 有 当 无 六 2 时 这 不 可 能 . 因 
此 o2 十 天 必 为 天 中 基本 单位 ， 量 ， 


一 .1 和 一 


例如 名 =2, 4,5 时 ，4 玉 十 27 一 69，283，527 均 无 平方 因子 . 
取 8 为 江 吓 kw 一 (4 一 2, 4, 辐 的 实 箭 , 则 s 为 域 正 = 人 @(8) 的 基本 
单位 (0<s< 了 可 以 证 明 : 对 于 无 限 多 个 上 >2， 抽 ?十 27 均 无 平 
方 因子 ， 

例 多 全 实 三 次 域 设 玉 =Q@(a), a 为 三 次 代数 数 ， 并 且 二 
个 共 斩 元 素 a 一 a, oe， a 史 均 为 实数 (这 相当 于 a 的 极 小 多 项 式 
的 判别 式 >0)， 这 时 科 一 8， 记 一 0，7 一 对 十 ga 一 本 一 2。、 于 是 
的 基本 单位 组 由 两 个 单位 组 成 ， 根 据 引 理 8, 我 们 可 求 出 五 的 三 
个 单位 加，9s，?a, 使 得 

| >1 才 6 
:| < 一] ,车 了 
并 且 引 理 9 证 明了 这 三 个 单位 之 中 的 任何 两 个 都 是 独立 的 (单位 
组 qi *…, mr 叫 作 是 独立 的 ， 是 指 车 nr 一 1 EZ 则 一 
= 一 0) 我 们 以 & 表 示 满 足 |e2?|>>1，|a 引 |<1，| s 史 | 到 
的 最 小 者 (由 于 满足 |oo 和 7 吕 |1，|oe21<1，jog1<t 的 整数 
wEOr 只 有 有 限 个 , 因此 工 述 的 si 是 存在 的 )。 类 似 地 定义 ss 和 
ss，、 则 B1; sa 利 ss 中 任意 两 个 均 是 独立 的 ， 现在 我 们 证 明 ， 

引 理 13 满足 上 述 条 件 的 sz，sa，ss 中 任何 两 个 都 形成 全 实 
三 次 域 五 的 基本 单位 组 ， 

证 明 ”我 们 首先 证 明 : 如 果 

时 85e8 一 士 1 bh, 1, mE Z, 有关 0， 9 
则 ,1，m 必然 均 为 正 整数 ， 因为 车 不 然 ， 不 妨 设 1>0, 上 <0， 
m<0， 则 1=|e 名 上 |s 名 | 中 名 |*>>1 导致 矛盾, 于 是 1，m 均 
为 正 整 数 。 现 在 我 们 设 (*) 式 是 使 得 8 十 1+m 最 小 的 ， 这 时 名 
1 m 必然 两 两 孔 素 ， 因 为 车 素数 2|Q，m), 则 一 上 e8185" 一 
士 久 ,mmE Ux. 令 61,8s 是 域 区 的 一 组 基本 单位 , 则 ei 一 十 E368, = 
士 雪上，(2， YE 2)， 于 是 2 如 一 土 红 从 87,， 从 而 hr 一 pr， hy 
一 pv， 由 ai 的 极 小 性 可 知 » 不 能 同时 除 尽 % 和 yy， 从 而 p18. 于 
是 ef/?,， ey?， e281?EDUK, 有 是 这 三 者 相 乳 为 土 !， 这 与 上 十 1 十 mw 的 极 
小 性 相 矛 盾 ， 这 就 表明 X，1，mw 是 两 两 互 素 的 ， 最 后 证 =l~ 
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(li, I<8) 


m1, 车 不 然 ， 令 i>k>m>0, 则 7 81462E Uxr, 而 ?ee 一 二 1 
由 |]s 如 | < 二 18 如 | 到 1 可 知 |2| >1 进而 ，[9 人 | 一 | se 名 .zs 呈 | 二 
1， 加 果 1n3| 志 1, 则 1 过 [m1 二 1818s| 和 si， 这 就 与 Rs 


入 洲 盾 ， 加 果 | 可 |<1 从 而 |--r|> 


re 
1. 但 是 |1/nS1*= |e8 pl sla see "|e |” 二 ss 的 
极 小 性 相 了 矛盾 .最 后 , 由 于 72E 民 , n 久 天 士 1, 从 而 1m 中 |=1 也 不 
可 能 ， 这 就 证 明了 7=%=m, 从 而 1=h=m 一 1 

现在 我 们 证 明 sisass 中 任意 两 个 均 形 成 数 域 K 的 基本 单位 
组 ， 不 妨 取 ai 各 sz, 令 Uo 基 由 士 1 si，sa 生成 的 Vs 的 子 群 . 如 
果 [Usz:Uo>1， 则 有 素数 21IUs:Do， 从 而 Ux/U6。 有 ?2 阶 元 素 
2 即 s 任 Uo， se?E Mo， 于 是 8 一 土 sf68(C， VE 灾 ) ， 令 二 一 好 2 十 六 
gY 一 0a2p 十 i0<s，t<D) 将 8 改 为 ser9eie， 得 到 seETr，8 络 
Uo, 旦 一 土 sisa(0<s, t<D)， 显 然 s 不 全 为 0， 于 是 |a*?| 一 
1a:e837 过 1, 从 而 ]s| 天 工 ， 如 果 |e 中 | 之 14， | 8 {<1, 周 |s|? 一 
[ssea|2 从 而 1 时 | 天 si ， 这 与 81 的 极 小 性 矛盾 .类 侯 
地 , 如 果 |81 < | 中 |> 荆 则 1s 罗 | 之 |s 鸭 |, 又 与 ss 的 和 极 小 性 巴 
对 ， 因 此 必然 |ac > 二 1 1T， 取 ?=17a， 刚 17 <<1， 
[mw ?| <, 而 1 之 | ?19 = |e@| ~? 一 | a3) i™ | a | < | 各 | —p。 
ej 一 e173 从 而 1w9| < | 四 | 这 又 与 5。 的 航 小 性 矛盾, 所 
以 必然 Uo=Ux, 这 就 证 明了 引 理 11i.。 目 

定义 丘 设 芭 /@ 是 % 次 实 逢 罗 华 扩张 A 
Ux 叫 作 Minkowalki 单位 ， 是 指 {8 中 =8, 8 号 ，…， sgn 了 } 形 成 区 
的 基本 单位 组 ( 册 于 8 8 人 一 士 克 这 也 相当 于 说 , {6D a 中 } 
中 任何 % 一 1 个 均 形 成 下 的 基本 单位 组 ). 

引 理 了 设 到 /和 是 站 次 实情 罗 华 扩张 . 则 
(a) 存在 aE Ug, 使 得 {sg 路 =e，e 四 ，… 8 人} 中 妊 何 7 二 % 一 
1 个 均 是 独立 的 ; 

《pb) 如 果 w 一 p( 奇 素数 )， a 

8s9 中 任何 2 一 工 个 均 是 独立 的 ; 


一 2 一 


《e) 如 果 wm= 一 8, 则 天 中 存在 Minkowski 单位 。 

证 明 

(a) 设 天 为 加 次 实 婧 罗 华 扩 域 ，G 一 Gal( 开 1/@) 一 [Lo 一 1 
ra， …，onj， 由 引 理 8 可 知 存在 EUx, 使 得 lor le) |>1， 
jaa) | <1(2<oED., 令 g=071(e), 则 ole2 | 之 4, 而 |oi(e7) | 
<1 (当天 7 时 )， 根据 引 理 9 即 知 {61, …， 8s} = {6 中， …，8} 
中 任何 % 一 1 个 均 是 独立 的 . 

(b) 令 9=kojo?=1>(G 必 为 循环 群 )， 士 1 类 eE Ug， 如 果 
8, G(8),…, G7 (8) 不 独立 , 则 有 不 全 为 0 的 oo， cl，…，cy 2E€ 
之 ， 使 得 -82(c (8) 2 (co -20s))o 一 土 1， 对 于 每 个 (x) 一 co 十 
Ot- 十 dmx"EZIv]， 定 义 h(o) (5) 一 Bao (ea) nom(s)*"m， 出 
对 于 g(z) 一 co 十 oz 十 … 十 co-az2 人 恒 有 9(c)ks) 一 十 1、 但 是 对 
于 (v2) 一 2 十 吧 十 … 十 o 最 然 有 .fo) (s) = 入 (as) 一 土 I， 因 
此 对 于 (f (wm), 9g(2)) 一 ic 也 有 2Kc)(s) 一 十 1( 为 什么 ?)，、 由 
于 了 (不 可 约 , 而 degg(2) <p 一 1 一 degf(z)， 从 而 和 (2) 一 hE 
甩 , 即 8 一 土 1， 从 而 EWEK 一 { 土 士 , 这 与 假设 < 于 土 1 相 耶 盾 ， 
从 而 fe …' e989) 一 {8, Gg (8),…，0?-1(e)} 中 任何 p 一 1 
个 均 是 独立 的 . , 

(0) 设 牙 为 8 次 合 软 华 扩 张 ， r=2， 令 区 人 Q(@), 考 寥 对 
数 映 射 ， 

有 DR 7(e) = (log|e®™)|, log|e‘®], log|e'®|), 

我 们 知道 ,TUz) 守 HH={ (vy, wa, aa] ER* wi 二 zstzs 一 0}， 并且 
iUz) 是 五 中 的 烙 ， 令 土 1 关 eE Ux 使 得 2(8) 是 2Uz) 中 距离 原 
点 最 近 的 (由 7UE) 为 五 的 离散 子 群 可 知 这 样 的 。 是 存在 的 ). 注 
意 Ws), 1(e”) ,和 和 Le) 与 原点 的 距离 相等 ， 而 人 b) 中 已 证 得 {fe， 
sa 中 是 独立 的 ， 从 而 1(a) 和 2s 中 ) 是 民 -线性 无 关 的 ， 记 了 = 
{8 (8) + (0) 0 ， 4} ， 这 是 以 0 一 人 0 0，0)，i(e)， 
17a) 和 2e) -tle 罗 ) 一 TssG) 一 一 2(Cs@) 为 四 个 顶点 揭 平 行 四 
边 形 ， 但 是 O 与 其 他 三 个 顶点 距离 相等 , 从 而 4(0,71(e) ,Ceec)) 
和 4(0, 7148 ，1ss)) 均 为 正三 角形 ， 由 8 的 选取 可 知 卫 内 没 


有 Ta 中 抑 点 ， 另 一 方面 , 对 于 每 个 单位 9E Ta) 均 可 者 汶 
To =ol(e) +adts), mER 人 Sm [7d], = 册 
0<% <1l， 于 是 
Teme® -my) 1(n) — ml (8) — mal (sD) 
一 48) 十 gs) EPNALUR), 

从 而 Lnsa "mg 名 ) 二 0、， 即 六:= 土 amistm，7pzd，0aE 了 这 就 
表明 {s，8sG} 是 玉 的 基本 单位 组 ， 即 8 是 五 的 Minkowski 单 
位 - 和 用 

注 记 ”Bramer 于 1969 年 证 明了 , 当 2= 3，5，7 等 许多 素数 
了 时 ,2 次 循环 域 均 有 Minkowski 单位 ， 赵 春来 于 1981 年 给 出 求 五 
次 循环 域 Minkowski 单位 的 一 个 好 前 算法 . 了 asse 于 1948 年 给 
出 求 循 环 三 次 和 四 次 域 基本 单位 的 算法 ，QGras 于 1973 年 对 求 三 
次 循环 域 的 Minkowski 单位 改进 了 Hasse 的 算法 ，Gras 于 1981 
年 又 对 Hasse 求实 四 次 循环 域 的 基本 单位 组 (r=8) 改 进 了 吾 asse 
的 算法 . 另 一 种 办 法 是 从 数 域 多 的 某 些 子 域 的 单位 群 来 决定 下 
本 身 的 基本 单位 组 ， 有 ulota,，Wada, 张 菇 成 等 人 都 作 了 这 方面 的 
工作 ， 得 总 的 来 讲 , 计算 量 都 是 很 大 的 . 

例 8 分 图 域 设 下 =@(Cr), wp 为 奇 案 数 ,>1， 我 们 已 经 
知道 ,Wx 是 2w: 阶 循环 群 . 


=[K:Q]=p(p), ni=0, r= 于 (内 ， 


从 而 0 荆 ， 令 天 :一 入 (co 二 go) 是 五 的 极 大 实 子 域 ， 
1 . 

则 [下 :人 @] ~ 本 的 ,从 而 五 : 的 基本 单位 组 中 单位 的 个 数 也 是 
r =p (2) 一 

蛋 理 天 (Knmmer) 分 较 域 玉 一 和 @(o)，o=Zo 的 每 个 单 
位 都 是 实 单位 和 单位 根 的 乘积 . 

证 明 令 Gd=Gal(K/@)- {oll<ao<p’—1, pta}, ol) 一 
o*， 于 是 o-_1 为 复 扫 斩 自 同 移 ， 对 于 每 个 cEG, a€E RR, gg (0) = 
ao-ito) = 一 -0 (o 一 glo), 设 e&Us, 则 2=o1(e)EUz， 并 
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且 对 于 每 个 cE G, 均 有 |o (e/a)1=|o(s)/jots) |=1， 根据 引 理 
6 即 知 8/s 一 和 是 单位 根 ， 但 是 WWx={tw | 0<o<p 一 1} = 
{ 土 w2|0<a<<P 一 1， 从 而 8 二 土 w*E， 如 果 8 二 w*?8, 则 

Er 0 8 Et ， 
因此 只 = so 为 实 单位 ， 而 8 一 ww 即 满足 引 理 要 求 ， 最 后 再 
证 8e= 一 ozxe 不 可 能 . 如 果 8 一 一 oxe, 由 于 Ph 一 和 p= (1 一 @)， 
Or 一 荆 [o] , 网 此 史 一 E.G 一 00 十 oa 人士 十 cas ToG 也， 几 一 
0 十 cioo 开 十 … 十 Co-io “了 ,但 是 史 一 一 jp5, 而 

w=w T=1 (modp), 
从 而 一 所 = 二 50610 十 … 十 Gn-1@0" 了 一 (mod), 于 是 21 Eb， 
即 w& p, 这 与 扣 是 半 位 相 蔬 盾 ， 上 

系 1 分 圆 域 太 一 Qt&po) 中 存在 一 组 实 单位 


too (7 一 计 (的 一 


使 得 它 同 时 是 五 和 其 极 大 实 子 域 到 + 的 基本 单位 组 . 

证 明 设 {ez,…, 8r} 是 K 的 任意 一 个 基本 单位 组 ， 根据 引 
理 皇 知 8 一 won caiE 开 x, 为 实 单 位 从 而 mm 也 是 到 + 中 的 单 
位 ， 易 知 这 样 的 {mh,，…, mr} 满 足 系 工 的 要 求 、 目 

系 2 0 长 一 QQ(5r) 和 它 的 极 大 实 了 于 域 玉 ;， 我 们 


有 Bk/Br, 一 由， 人 一 本 pp) - 一 二 

证 明 到 {mm …，, ?中 同时 是 入; 的 基本 单位 组 ( 系 ). 
由 于 Gal(K/G) = {ol (@, PD) =1, 1<a<pt 1}, Gal(K1/Q) ~ 
Gal( 下 /@)/{1, o-4}， 从 而 可 取 


{osl1<a<H(p-D), (a, p) = 


为 Gal( 政 +/ 念 ) 的 代表 元 于 是 
Rxr= |det (Wlog| oo (7) |) 1c7<r |=2|deillog [cal7n) |)| 


2c0cj(p: ~1) 
9, 9}=1 


-2Rr,. 
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多 .4 关于 费 尔 马 猜想 的 及 ummer 定理 

现在 我 们 介绍 Kammor 关于 费 尔 马 猜想 所 作 前 工作 .大 家 
知道 , 费 尔 马 猜想 是 说 ; 当 m 关 3 时 ,方程 名 + 多 = 和 没有 有 理 整数 
解 (z, 9 四 ,使 得 xyz 也 0， 利 用 初等 数论 , 不 难 证 明 这 个 猜想 对 于 
% 一 生 是 正确 的 .从 而 只 需 再 对 每 个 奇 素 数 D， 证 明 费 尔 蕊 猜想 对 
于 %=p 正确 即 可 (为 什么 ?)}，Kummer 证 明了 , 如 果 对 于 奇 素数 
2, Pp 不 能 除 尽 分 回 域 食 (Ey) 的 类 数 hy, 则 费 尔 马 猜想 对 于 %=p 是 
正确 的 ,在 100 以 内 除了 87，59 和 67 之 外 ,上 其余 奇 素数 bp 均 满足 
条 件 2+a， 从 而 对 于 这 些 奇 素数 p， 费 尔 马 猜想 均 正 确 ， 自 
Kummer 时 代 起 ， 人们 就 把 费 尔 马 猜想 分 成 两 种 情形 ， 第 工种 情 
形 是 说 费 尔 马 方程 ?十 P=z? 不 存在 解 潢 足 ptxys 直 0， 第 2 种 情 
形 则 是 说 不 存在 解 满足 %|zyz 二 0。 第 2 种 情形 的 证 明 还 需要 应 
用 少许 p-adic 域 的 知识 ， 关 于 第 2 种 情形 的 证 明 可 参见 Bopepnu 
和 IIabapeaas 所 著 “ 数 论 ” 一 书 或 者 L. C. Washington 韵书 
“Introduction to Cyclotomice Fields”*” 第 9 章 ， 我 们 现在 介绍 
上 ummer 对 于 第 1 种 情形 的 证 明 。 也 就 是 说 , 我们 要 证 明 .: 

定理 6(Kummer) 设 p 为 奇 素数 ，h 是 分 圆 域 QC(L), 5 一 
Cz, 的 类 数 ， 如 果 pths, 则 费 尔 马 方 程 zr 十 P==z? 没有 有 理 整 数 解 
(rz, y, 人 ,使 得 ptwys 手 0. 

证 明 如 有 果 %p=3, 由 于 31z，y, z, 从 而 怠 ，s, 二 土 1 (mod 
9), 于 是 江 十 妨 二 0 或 者 土 2 寺 土 1= 避 (mod9), 这 就 家 上 明定 理 6 
对 于 2=-3 成 立 ， 从 而 以 后 假设 pz>5， 进而， 如 果 zy 一 一: 
(mod2) , 则 zw? 十 y? 二 一 2z?, 如果 Z? 十 9 一 2 则 3z9 三 0(modp) ,但 
是 这 在 2 之 5 和 pis 的 情形 喇 是 不 可 能 的 .因此 或 者 x 去 y(mod 
9) ,或 者 2 圭一 z(modp), 而 在 后 一 种 情形 下 可 以 考虑 方程 4? 十 《一 
?7 一 (一 y)*。 因此 我 们 总 可 以 假设 % 才 yl(modp)， 最 后 ,如 果 
9 一 (2, 四 , 则 |z, 而 (w/a, y/d, wy 只 仍 是 费 尔 马 方程 前 解 、 从 而 
我 们 又 可 设 >, y, % 两 两 筷 素 . 

在 上 述 候 定之 下 现在 着 手 证 明定 理 6, 在 分 圆 域 @(t), Lt， 
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的 整数 环 己 [ 刀 ] 中 ,方程 如 +%z= 加 可 以 写成 
w+) 他 十 多) wt ry) = 
我 们 再 证 之 [ji 中 如 下 三 个 非常 简单 的 事实 . 

《一 ) [5] 中 Pp 个 主 理想 (ty) (0i<p 一 站 两 两 豆 素 因 
为 若 不 然 , 则 存在 Re j 0<iFI<p—1, 
使 得 2 十 Ly 二 x 十 Liy 寺 0(190069D). 

0= (s+ 6) 一 a £1) 


= < yl—t) (modp). 


由 于 Y 和 -入 一 均 为 中 单位 ， 于 是 y(1 一 5) =0(modp). 
另 一 方面 ， 
0=b z+ by bry) = Lr mt) (mod p), 

于 是 w(i 一 6) 二 0(modp)， 曙 于 已 假定 (w==1, 于 是 (1 一 6) 
三 0(modp)， 即 pCi 一 习 ， 但 是 我 们 已 经 知道 入 一 2) 是 Z[ 外 中 
的 过 理想， 并 月 pOr= (1 一 6)? 了 ( 见 第 二 章 )、 从 而 必然 p= 
(区 = (的 (对 每 个 1<i<p-， 于 是 sty=2+Ly= 
(modp)， 即 wz 十 yE2NOxr 一 pOg， 从 而 2 十 y= 二 0Cmodp)， 于 是 
2 二 vy 三 0(modp), 即 plz， 这 与 假设 ptwyz 相 了 矛盾 . 

(二 ) ”对 于 每 个 整数 EZ[L], 均 存在 有 理 整 数 %, 使 得 oz 王 
atmodp)， 这 是 因为 a 可 以 表示 为 a=@otmt 叶 十 @p_iL?-1 
wc 2，、 从 而 

of=a8 二 wpe? Di (Crs at att.. "十 嘱 _1 《modp)， 

而 同 余 式 右 方 为 右 理 整数 、 

(三 ) 设 a=wot ot 二- 十 pt? 1 mE Z. 如 果 至 少 有 一 
个 亚 为 0, 并且 mw, 则 2 必然 除 尽 每 个 (0O<5<p 一 人 站. ' 这 是 由 
于 也，5，…, ?中 中 任何 p 一 1 个 元 素 均 形成 Z 必 1 的 一 组 整 基 

现在 回 到 定理 6 考虑 理想 等 式 


(wtewy) (2)”, 
根据 (一 )， 左边 2 个 理想 两 两 也 从 而 每 个 均 是 某 理想 的 多 次 
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短 ， 即 (s+Zy) 一 af (0<j<p 一 1)， 由 于 左边 为 主 理想 .因此 ( 取 
$j 一 1) [arl?=1 (这 里 [qj 表示 理想 a 的 理想 类 ). 由 于 ?ho， 即 域 
玉 二 @ 从 ) 的 理想 类 群 OL 区 ) 中 没有 PD 阶 元 素 , 记 以 [as] = 二 即 己 
为 主 理想 . 设 4= (oa) ,a€EZ[4], 于 是 x 二 Ly 一 ero9, 其 中 8€EUx. 
根据 引 理 15，s 一 上 si, 其 中 si 为 实 单位 ， 又 由 (一 ) 知 of 三 almod 
Dp) ,其 中 gs€ 世 , 从 而 
z+ty—tlrsm?=6"e0 (modp). 

于 是 2 二 zy 一 2 二 ys "eq 《mod p)。， 因 此 

br(wtly) = (w+ yy) mod p), 
即 

stly—lrw— tly=0(mod py). (*) 
如 果 1 “，g 和 巡 开 两 两 不 同 ， 由 wp 之 5 和 (三 ) 可 知 p|z 并 和 且 
ply， 这 与 假设 ptzmyz 相 了 矛盾 ， 从 而 十“，5 和 5 至 少 有 两 个 
相等 ， 但 是 显然 1 关 5， 54” 天 5* 1 从 而 只 有 如 下 三 个 可 能 ， 

(1 1=L*?， 此 时 () 式 变 为 Zz 二 ty 一 mw 一 Ly 二 0(modp), 即 
ty~-'y=0(modp)， 由 (三 ) 扒 得 ply, 而 这 与 p+wyz 相 矛 盾 . 

(2) 工 一 :2 即 -L? 这 时 (人) 式 变 为 (5 一 2) 一 他 一 内 二 
0(modp). 由 (三 ) 推 得 zw 一 y 三 0(mod p), 这 又 与 假设 pz 一 四 相 
巴 盾 . 

(3) = 1 这 时 (*) 式 为 2 一 55 二 0(modp). 由 (三 ) 推 出 
P|z, 而 这 又 与 pryz 相 了 矛盾 . 

综合 上 述 ,我 们 便 完 全 证 明了 定理 6.。 目 

注 记 

(1D) 我 们 在 第 六 章 要 介绍 Kummer 的 另外 一 个 结果 . 他 给 出 
pHhs 的 一 个 初等 判别 法, pthp < DD 除 不 尽 Bernoulli 数 B，，B， 


…， Bo-s 的 分 了 于， 令 多 (四 表示 上 述 了 个 Bernonlli 数 中 分 子 


被 p 除 尽 的 个 数 . 1972~1974 年 Skula，Briickner，Iwasawa 将 
定理 6 推广 为 : 如 果 i( 芒 <w 2 一 2， 则 定理 6 的 结论 仍然 成 立 
一 124-- 


(关于 Bernoulli 数 请 参见 第 四 音 8 10.4). 

《2) 1978 年 Wagstaff 借助 于 计算 机 证 明了 , 费 尔 马 猜想 ( 包 
括 第 1 种 情形 和 第 2 种 情形 ) 对 于 %% 为 不 超过 125,000 的 任意 奇 
素数 均 是 正确 的 . 

(3) Wicforich 给 出 费 尔 马 猜想 第 工种 情形 的 如 下 判别 法 : 如 
果 2? 才 1(mod p97), 则 定理 6 的 结论 成 立 ， 利 用 这 一 判别 法 ， 
Lehmer 证 明了 对 所 有 ?<:6x 10?, 定理 6 的 结论 均 成 立 ， 人 和 们 还 
猜想 对 于 每 个 素数 p, 均 有 2?"! 皇 1(mod p”) ,这 一 猜想 目前 未 能 完 
全 解决 

(4) 1983 年 , 西 德 29 岁 的 数学 家 G. Faltings 证 明了 英国 数 
学 家 Mordell 于 1922 年 提出 的 -一 个 著名 猜想 . Faltings 的 这 项 
工作 被 誉 为 “本 世纪 最 杰出 的 数学 成 就 之 一 ” 由 Faltings 的 结果 
可 以 推出 : 对 于 每 个 奇 素数 p, 方程 2? 十 ?一 至 多 有 有 限 多 个 整 
数 解 yz 关 0. 这 不 过 是 Faltings 结果 许多 推论 当中 的 一 个 而 
已 。 


习 题 


1. 求 方 程 xz? 一 J wy? 二 1 和 wx? -17y2=1 满足 |4|， Iy| <100 的 全 部 有 理 整 
数 解 4z， 幼 . 
2. 计算 @(VG), d=2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 65 的 基本 单位 . 


3. 设 4 一 六 +4 无 平方 因子 .+E Z,t>0. 求证 = 十 (t4+ VERT) 是 实 二 
次 域 @@(vV 3) 的 基本 单位 . 
生 . 设 有 = 从 一 4 无 平方 因 闻 ,1 之 5, te 也， 求证 se=~ 人 一 和 为 实 一 次 域 


我 (Y8 ) 汐 基本 单位 ， 
5. 2 为 奇 素数 ,下 二 @(L), 人 一 t。，g 为 模 力 的 一 个 院 根 ,并且 231g {在 g 和 
?+2p 中 必 有 一 个 满足 此 条 件 ?， 今 


8 一 和 dt/G -的 =sin gO/sing, 6- 工 
求证 8 为 区 的 实 单位 , 并 昱 e 的 全 部 共 辆 元 为 
一 -235 一 


3 一 8in gt10 /sin gO (os<s< 邱 ) 
《 称 8 二 80, 81 …，82-3 为 羽 中 的 分 图 单位 ， 我 们 在 第 六 章 要 证 明 它们 


3 


之 中 的 任意 卫 于 3 个 均 是 无 关 单位 组 ，) 
6. 设 p=1(mod 4), 求证 @(VPp) 的 基本 单位 的 范 为 一 1 . 


= 12 — 


第 二 部 分 解析 理论 
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第 四 章 《(s), 了 三 (s 人 和 5(S) 
$1 Dirichlet 级 数 的 一 般 理 论 
在 这 一 节 里 我 们 简略 地 介绍 解析 数论 的 原始 思想 . 


1.1 Dirichlet 级 数 环 

数论 的 一 个 基本 课题 是 研究 各 种 数 论 函 数 的 性 质 所 谓 孝 论 
函数 就 是 从 正 整 数 集合 PP 一行, 2，3, …} 到 某 个 带 1 交换 环 旦 中 
的 映射 .PP> 有 R， 如 果 记 om 一 了 (nm) (CE 了 P), 则 每 个 取 值 于 环 .RBR 中 
的 数论 少数 也 可 看 成 是 ER 中 的 一 个 序列 {wm 0o,*…) ,多数 情 形 下 
玉 一 之 ,有 时 及 也 取 为 有 理 数 域 负 ,实数 域 民 或 者 复数 域 C 等 等 . 
下 面 是 一 些 数 论 函 数 的 例子 . 

例 1 Enler 阴 数 p(m 定义 为 从 工 到 m 之 中 与 m 互 素 的 整数 
个 数 ， 我 们 知道 p(n) -m. 了 (1 二 

例 2 除数 函数 go 一 疡 二 即 4(w) 为 呈 的 正 因子 个 数 ， 例 
如 dD=1, 4(2) 一 4(3) 一 2 2 和 一 3 4(5) 一 2 等 等 . 

例 8 函数 z(m) 一 守 d， 即 *tm) 为 ”的 全 体 正 因子 之 和 例 
如 7(D) =1, r(2 一 1L3 一 3 zf(8) -1 二 3 一 4,r(d) 一 1 十 2 十 4 一 了 
等 等 ， 更 一 般 地 , 我 们 有 own) 一 玉 必 .于 是 ro(m) ~a(n), oCn) 
tT(n). 

例 4 QCw) 为 wm 的 素 因子 个 数 ， mo(m) 为 % 的 不 同 素 因子 个 
数 . 换 句 话说 , 如 果 %w 一 27P8"……pr" 是 mw 的 素 因子 分 解 式 ,D4 *…, 名 
是 不 同 的 素 孝 ,om 减 1， 岗 只 (oo) 一 中 十 as 十 … 十 or 而 (6) 一 人 

例 5 wn) 为 不 超过 ”mw 的 素数 的 个 数 , 即 wm) -+ 例如 
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(2 一 1 rr10) =4, x(100) =25, x(1000) =168, -…. 对 于 每 个 
数 战 素 ， 以 =( 玖 ， A 而 二 让 二 通 丰 相 
数 ,这 也 是 数论 函数 . 

例 6 Mangoldt 函数 《log 指 自然 对 数 ) 

dr -1/182 加 果 mw 一 p", 2 为 来 数 ,mm 之 1 
w=-{o 否则 . 

习题 中 有 数论 函数 的 进一步 例子 . 

许多 数论 函数 之 间 具 有 “ 卷 积 ”关系 . 没 f( (中 和 g09 均 是 数 
论 函 数 ， 并 且 取 值 于 同一 个 带 1 交换 环 RRR， 所 谓 f(r) 和 g(m) 的 
卷 积 是 指 一 个 新 的 数论 函数 PF->R, 它 在 每 个 nEP 了 处 的 取 值 为 


hln) = fd gn/d). 
我 们 记 成 及 = 了 fxg， 例 如 容易 验证 ，{d C0)}={1}s{1}, {ow(n)} 一 
{x0)}# {1} 一 {og mn}，{m} 一 {1}x{p(m)} 等 等 ， 其 中 
{1} 表示 恒 等 于 1 的 函数 . 
对 于 每 个 数论 函数 了 PF->R, 我 们 结合 一 个 表达 式 
FPO- /T+ 
称 作 是 数论 函数 了 的 形式 Dirichlet 级 数 ,简称 作 形式 D- 级 数 (所 


谓 “ 形 式 ” 一 词 的 含义 , 即 指 我 们 只 不 过 是 把 级 数 五 (s) 中 的 s 看 作 
是 符号 而 已 )， 反 过 来 ,每 个 环 RR 上 的 形式 D- 级 数 


F(8) = 3 Cnjo (a BR) 
也 对 应 着 一 个 数论 函数 f，P->R，f (mn) 一 a。。 如 果 我 们 定义 两 个 
形式 DD- 级 数 也 ow/ 民 和 避 b/w 相 等 ， 当 且 仅 当 一 Bs (mn 一 1 
2,…)， 那 末 数 论 函 数 与 它 的 形式 DD- 级 数 ( 以 及 情 中 的 序列 
fau ao …】) 之 间 建 立 起 一 一 对 应 关系 ， 进 而 , 对 于 两 个 形式 D- 
级 数 了 (9) 一 加 oo/ww 和 全 G 一 习 包 /oo 我 们 将 它们 “形式 "地 
相 加 和 相 乘 (并 且 合并 同类 项 ), 即 


一 139 一 


FS) +G() = (ant bo) /oe 


FPO)GO -ob/rb ab 
= 
2 人 二 > abn sa. 


这 表明 ; 形式 D- 级 数 的 形式 加 法 对 应 着 数论 函数 的 通常 加 法 , 而 
形式 D- 级 数 的 形式 乘法 怡 好 对 应 着 数论 函数 的 卷 积 ! 以 DC(R) 
表示 带 工 交换 环 召 上 全 体形 式 D- 级 数 所 构成 的 集合 , 即 


DB {Dole BR, a1, 2, 3, 小 


D( 有 BD 对 于 形式 加 法 和 乘法 显然 形成 带 1 交换 环 , 其 零 元 素 和 么 元 
素 分 别 为 0 积 1. DC(BR) 称 作 是 BR 上 的 形式 D- 级 数 环 . 如 果 以 8? 
表示 取 值 于 环 鼠 的 全 部 数论 函数 记 构 成 的 集合 , 即 
BR"—{f.P->R}. 

根据 上 述 对 应 关系 我 们 就 知道 , 召 : 对 于 通常 加 法 和 卷 积 乘法 也 形 
成 带 1 交换 环 ， 其 零 元 素 是 恒 为 0 的 枉 数 ， 而 入 元 素 为 数论 函数 
6(m) ,其 中 et) 一 二 elw) 一 0( 当 mw>2 时 ), 称 (B, 十 , *) 为 RR 上 
的 数论 函数 环 ， 环 DLB) 和 可 是 间 构 的 ， 基 于 这 一 同 移 ，D(B) 
和 台中 任何 一 个 环 中 的 性 质 都 可 翻译 成 另 一 个 环 中 一 个 对 应 的 
性 质 . 下面 就 是 环 了 (2) 中 的 一 些 简单 性 质 . 

引 理工 (a) 车 咏 为 整 环 , 则 D(B) 也 是 整 环 . 


Cb) 加 eww 为 也 (中 的 单位 避 a 为 情 中 的 单位 ， 并 且 
若 呈 是 吾 中 的 单位 令 习 i/m 是 总 aws 的 道 元 素 ， 则 诸 系数 


a。 可 如 下 递归 地 求 出 : 
了 一 呈 1， P， 一 和 Ga Dnss (%2>2). 


证 胃 (a) 设 卫 (9) 一 加 ow, G9 一 宫 加 /wr 如果 下 (9) 


关 0, G(s) 天 0, 则 存在 tw, nz 使 得 二 … 一 06,_1=Bi 二 … 二 D1 
0, to 关中， brs 天 0. 于 是 
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PWGO -加 6/ (加 b/w ) -加 fw 


一 ?7x 


pu 一 aD ,由 于 天 为 整 区 ， 从 而 Gmw 一 wm,0… 大 0, 于 是 FP 了 (9) G(s) 
天 0, 即 DCR) 也 是 整 环 . 


Cb) 如 果 立 wj 为 环 D(B) 中 单位 , 则 有 疡 bn?E D(B)， 


使 得 ( 立 on/n )( 加 5) 一 4， 于 是 1 ~ qb，0 一 局 oa* bw 


(rn 之 2)， 从 而 om 为 环 妨 中 单位 , 01 一 47'， 并且 当 ww 之 2 时 obs 十 
2 a bnia™0, 即 
dl 


一 一 0 名 ta* Ona. (x) 


G1 


反 过 来 ,如 果 为 下 单位 , 取 如 一 a7", 然 后 由 (*) 式 递归 地 求 出 
6m 之 2)， 不 难 证 明 六 5/wr' 是 翌 mjm 的 逆 元 素 。 时 


例 取 召 =Z, 恒 等 于 1 的 数论 函数 所 对 应 的 形式 了 -级 数 就 
是 著名 的 Riemann zeta 砂 教 
C0) = DE lm. 
由 引 理 工 知 它 是 环 DCR) 中 乘法 可 逆 元 素 ， 候 设 其 逆 为 
C79) = Dp /me. 
-1(9) 对 应 的 数论 函数 {4(w)} 称 作 是 Mobius 函数. 将 ! (9)， 
-1 人 s) -1 翻译 到 数论 函数 环 Z? 上 就 是 {1js{fu(m} 一 e， 这 可 写 
成 
1,， m=1 时 ; 
> 
因此 我 们 可 递归 求 出 y(n) 的 数值 : 
一 二 pO) -Bhd) -Be). 


由 此 可 求 出 (2 二 一 4, wp(3) = 一 4, (4)=0, 1(5) = —1, pth6) 
”=1 等 等 。 但 是 我 们 希望 能 求 出 p(w) 的 明显 表 达 式 ， 这 需要 新 
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的 概念 以 及 环 BR? 和 D(BR) 之 闻 的 进一步 联系 。 

定义 1 数论 梢 数 也 电 作 是 积 性 前 ， 是 捐 当 (m,n) 一 工时 
了 Gm) 一 fm)f 了 (ww)} .J 了 叫 作 是 完全 积 性 的 ,是 指 对 任何 只， nmE 民 ， 
均 有 Gm) = 了 (00) Ff nm). 

若 nn 一 ZB9'…prr 是 wm 的 素 因 子 分 解 式 ， 其 中 如,…, pr 为 不 同 
的 素数 ,o>>1、 由 上 述 定 义 不 难 归纳 证 出 ; 

(2) 如 果子 是 积 性 数论 函数 , 则 了 (DD 一 1 并 且 


fn = HH7 (p92); 
(Pb) 如果 了 是 完全 积 性 数论 函数 , 则 
1) -Lf (9)™. 
这 表明 : 每 个 积 性 数论 函数 由 它 在 所 有 素数 宕 Zr 外 的 值 所 完全 决 
定 ,而 完全 积 性 数论 函数 由 它 在 所 有 素数 处 的 取 值 所 完全 决定 , 环 
王 中 的 这 些 事实 自然 要 反映 汉 环 思 (R) 中 来 , 这 就 是 : 
引 理 2 设 卫 (s) 是 数论 函数 了 (mn) 的 形式 DD- 级 数 . 
(4) /为 积 性 的 人 > 玉 (s) 有 如 下 的 Boler 乘积 展开 式 
PS THFDP tf Pp -et fp p+) 


-HB /yp"). 
(b) 7 为 完全 积 性 的 “> Rs) 有 如 下 的 Euler 乘积 展开 式 
PO -THADP) 二 


证 明 (我 们 在 证 明 中 也 同时 解释 如 何 将 上 述 Euler 乘积 展 
开 式 看 成 是 形式 D- 级 数 ). 对 于 (ea) 中 的 Euler 乘积 , p 过 全 部 素 
数 。 从 而 这 是 无 限 个 形式 D- 级 数 

Pol8) —1+f DP tA PY) ptt) pt 

(pl/p™) 
的 乘积 。 对 于 每 个 正 整 数 % 一 ph…y8r, 葬 积 也 (8) 中 上 只 有 一 项 以 nm 
为 分 母 , 那 就 是 在 因子 Fs) 中 取 f (Pp?OPpi* (6<7) ,而 在 其 余 
因子 了 sp(s) 中 均 取 第 一 项 1 然后 相 习 南 得 到 的 (p89) (pr)n- 


用 这 秘方 法 决定 出 每 项 om 的 系数 o， 从 而 (四 中 的 Buler 对 
积 Fl8) 可 看 成 是 形式 四 级 数 . 并 且 它 是 了 的 形式 D- 级 数 人 好 
DP) 二 (p29)… 了 Cpr") > 了 为 积 件 函 数 . 

类 位 地 ,在 (四 中 和 将 一 f(p)p ”作为 可 逆 元 素 1 一 了 (Dp 
的 逆 ， 易 知 是 (1 一 了 (Dp 一 1 二 (PDD)p 十 (DD) 多 加 十 … 十 
JPD2 从 而 耳 (8) 一 开 (~ 了 (Pp 为 了 的 形式 DD- 
级 数 >(pP…p) 一 (PD)*…f (pr 导 f 是 完全 积 人 性 函数 ， 重 

恒 等 于 1 的 数论 函数 {1} 显 然 是 完全 积 性 的 ， 从 而 它 的 形式 
D- 级 数 0) 有 如 下 的 Euler 乘积 展开 式 : 


CO- DH 
于 是 它 的 北 为 
t= Ep Hg). 
由 此 我 们 得 到 M6bins 阴 数 v(m) 的 明显 直达 式 : 


1, 当 n 一 1 时 ; 
MC) -| 《一 了 '， 如 果 % 为 + 个 不 同 的 素数 之 乘积 ; 
0, 和 否则， 
引 理 3 〈M6bins 反 演 公式 ) 设 了 和 Jg 忆 一 及 是 两 个 数论 
次 数 、 出 
fn) = 名 9 一 二 2 ») > gn) -1D pln/d) 
人 
和 证明 设 了 (8) 和 (8 分别 是 了 和 g 的 形式 了 DD- 级 数 , 则 
上 起 左边 必 f 一 gx{l} 后 了 (8) ~ (9) (8) 全 人 全 
一 了 (8)5 1(s) 人 > g 一 fx 上 式 右 边 ， 站 
利用 以 上 这 些 简单 的 引 理 ,我 们 能 够 求 出 不 少数 论 函 数 的 形 
式 D- 级 数 . 值得 注意 的 是 ， 这 些 形式 D- 级 数 有 许多 均 可 用 
Riemann zeta 泡 数 和 (3) 表达 出 求 ， 
例 1 函数 {fm) 一 "他 的 形式 D- 级 数 显然 是 
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FO w/w let (eh). 

例 2 对 于 通 数 ocx(m) 一 肚 6 则 ox 一 {mx{1}， 因 此 os 的 
形式 D- 级 数 为 Cs) (8 一 人 、 特 别 地 ,除数 函数 gw 一 刁 1 的 形 
式 DD 级 数 为 L(9)% 而 函数 (nm 一 大 0 的 彩 式 D 级 数 为 
4014C0 


例 3 Roler 函数 pf) 熟知 为 积 性 函数 ， 并 且 PP 二 2 一 
wp”! 从 而 它 的 形式 D- 级 数 为 


S 3 一 丁 ] = EE .二 和 = 
站 2 re A -++-。 -) 
-pO0-p ts 1 /8. 
于 是 Cs 一 D) 一 8) Dp (mn. 由 此 得 到 完 p(4) 当然 我 
们 也 可 以 用 初等 方法 直接 证 明 ?0 一 %, 然后 立即 得 刘 


So ts D/L). 
进一步 的 例子 请 见习 题 
以 上 我 们 通过 数论 函数 与 其 形式 D- 级 数 之 问 的 对 应 , 得 到 许 
多 数论 函数 之 间 的 关系 和 恒等式 ， 但 是 , 作为 数论 的 主要 目标 是 
研究 各 种 数论 函数 {7 (oa)} 的 性 状 ， 例 如 广 (a) 的 大 小 或 者 其 均值 
A(g) = 习 ] oo 的 大 小 等 等 ， 为 了 作 到 这 一 点 ， 只 研究 “形式 "TD- 


级 数 就 不 够 了 ， 我 们 要 将 数论 函数 .f 四 的 D 级 数 卫 Fwo 看 
成 是 sEC 的 复 变 函数 ， 从 而 引入 解析 工具 ， 正 是 在 这 一 点 上 ， 
Dirichlet 和 Riemann 等 人 将 数论 和 复 变 函数 论 结合 起 来 ， 开 创 
了 一 门 富有 成 果 的 学 科 一 一 解析 数论 


1.2 收 襄 模 坐 标 一 -解析 工具 的 引入 
”从 现在 开始 ， 我 们 将 数论 函数 Fo =w(we C) 的 DD- -级 数 


(8) 一 Sam 看 作 是 复 变 函 数 ，s 一 5 一 5E C, go, iE R， 下 面 


一 1 和 4 一 


定理 表明 闷 (8) 的 解析 性 质 与 数论 函数 7 =mm 的 部 分 和 4(Y) 
- 等 o 的 大 小 有 密切 联系 . 

定理 1 设 8 四 = Do, mEC, s-o+itEC, A(N)— 
ra, 则 

(a) 存在 co， 一 co 科 co 科 十 co, 使 得 当 og>ao 时 ， 级 数 不 (3) 
收敛， 并 且 在 右 半 开平 面 c>coe 的 每 个 紧 子 集 内 均一 致 收敛 ， 而 
当 ac<oo 时 级 数 妃 (9) 发 散 . 

人 b》 级 数 媚 (g 定 义 出 右 半 开 平面 c>ae 中 的 正则 函数 , 并 且 
可 以 逐 项 微 商 . 

Ce) 如 果 {4(N)| 克 =- 二 2,…} 发 散 , 则 

oo=inital4(Y) ~0(N®)} = Hm log] ACN) |/logN. 


注 记 定理 1 中 的 ce 称 作 是 级 数 已 (9) 的 收 合 横 坐 标 . 

证 明 (a) 和 和 (b)， 我 们 要 证 : 如 果 级 数 了 (9 在 s 一 so 处 收敛 ， 
划 当 Re(s) >Rekso) 时 级 数 妃 全 也 收 伺 ， 并 且 在 右 灶 开平 面 
Re(s) 关 5 (对 任意 的 c>Rekso)) 内 一 致 收敛 ， 由 此 不 难得 出 收敛 
横 坐 标 oo 的 存在 性 ，co= inffRe 人 se) | 级 数 了 (8) 在 s 处 收 伊 ) 并 
且 再 由 Weierstrass 一 致 收敛 定理 即 得 到 (Pb) 中 结果 . 

给 了 右 半 平面 

Rel(S>0 (o> Re(so)) 

中 的 一 个 紧 子 集 下, 不 难看 出 ， 存 在 

0, 使 得 包含 在 区 域 
1ArgG~ so) | < 至 一 。 


之 中 .我 们 现在 证 明 级 数 (s) 在 这 
个 区 域 中 一 致 收敛 ， 必 要 时 将 * 改 成 


3 一 st 改 成 wm 我 们 可 以 厅 病 假设 jo 一 0， 这 时 了 (0) 一 阅 加 
收 竹 ， 令 4(M, NN) 一 Si 则 对 预先 给 定 的 。 盖 0， 存在 No 全 
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5 |AreG—so)|< Ss 


得 当 万 > 晶 记 No 时 ,40 TD)| se 于 是 
man DACM, W)C— 有 4H, nln 


= BAM, 由 po nt) 
+ACMU, NYN™, 
但 是 
1 一 (w+ 1 |= 全 2 SD dy <|si 2 th dy 


| _ 
Eee 一 人 一 一 一 一 十 1 go 
= 《go {nm 十 1), 


而 在 |Arg(s) | < 各- 中 -站 是 有 界 的 。 从 而 对 于 >>0 有 
Damn” 


nM 


[< BIA War to) 
+|4CM, N)|N-° 

<Oe 3 (n°— (n+1)-") +eN” 

a (Ol)eNs". 

这 就 证 明了 也 (3) 在 区 域 | ArgG)|< 训 ~s 中 从 而 在 中 一 至 


收 傲 . 
(0) 令 y=inf{a| 4CN) 一 O05N)}. 先 证 Yo0o 对 于 每 个 


c>co 由 (@) 知 号 qm 收 化 ， 由 于 候 设 4(Y) 一 久 w 发 散 ， 从 
而 co>0, 于 是 o>0、 因 此 
HGnD1- 


站 (one 
-| 

(Dam tl)") 
+ (Be )w"| 


p20 
=1 


pr 


N-—1 
< > 


及 1 


(Ka 二 17 一 和 ie)》 
| 
一 C 有 (w+ Dr nr) tON" ZoON’. 
从 而 4CN) 一 OCN?)， 由 的 定义 可 知 Y<0, 因 此 Yo. 
有 友之 ,和 如果 o>7, 则 
Don HA td) TA NT’, (0) 


取 a 使 得 7 之 a<o, 再 取 常 数 O 法 得 |4CN) | 所 ON*( 对 于 所 有 的 
VW). 于 是 
[A (wo— mt DD) "|eOn nm" 一 (十 二 一) 


名 二 工 
一 人 one | 271d7<caoc 1 
和 % 


由 于 |4( 了 站- <ON“ 0 而 加 we-" 收 化 , 从 而 由 ( 光 式 可 
知 lim 名 qn"? 存在 .于 是 co<0, 从 而 co<<7。 革 

定理 和 (Landat) ” 设 0(w 一 1，2，…), 级 数 F 了 (8) 一 
翌 wm 在 半 平面 Re(s) >e 中 收 分 ， 如 果 务 数 也 (在 以 so 为 
中 心 的 一 个 小 圆 内 解析 ， 则 有 s>0 使 级 数 包 mn 在 半 平 而 


Re(s) >o 一 = 内 收 敏 ， 特 别 地 ， 若 0 为 级 教 也 wa 的 收敛 模 各 


标 , 则 函数 至 (9) 在 s= ae 处 为 麻 点 . 
了 (9 在 5 一 4 处 解析 ， 从 而 有 Taylor 
展开 

FO 一 0) 


并 且 此 Tayjlor 级 数 在 4 附近 绝对 收 襄 、 因 为 (8) 在 c 处 和 解析， 
从 而 收 伍 半径 超过 {、 将 己 ( 一 这 on“ 逐 项 微 商 得 到 


PY) ~ (~1)* Danllog wm, 
从 而 (8) 一 写 避 -如 ollogm) me， 因为 收 敏 半径 >1, 此 
式 对 某 个 s=0 一 e 成立 (se>0)、 而 ga 一 s 一 1 十 s。、 由 于 上 面 二 重 级 


数 每 项 均 之 0, 从 而 可 变换 求 和 次 序 , 得 到 
Fle—8) = :记名 A 二 


=l 2 ps 1 
即 全 wm 首 s=6e 一 8 处 收 敏 ， i 在 Refks) > 一 6 
中 均 收 你 自 
例 工 对 于 =1w==1j，2，.…)，A(N)==W 一 oo0， 由 定理 
1(O) 可 知 Rieomann zeta 函 数 《(s) ~ 了 nw 的 收敛 横 誉 标 为 oo 一 
1， 从 而 级 数 必 Cs) 在 右 半 平 画 Re(s) 之 1 中 定义 出 一 个 正则 函数 ， 
而 由 定理 2 知道 8=1 是 (8) 的 奇 点 . 
2 对 于 wD ACW) 人 二 对 人 
例 2 对 于 一 (一 人 "At )-| 和 
一 1，2,，…} 发 散 、 由 定理 1(0) 可 知 级 数 了 了,(8) = 2 (一 1m 的 
收 鳞 模 誉 标 co 一 0， 这 表明 se) 在 s 一 1 狼 正 则 ， 但 是 
FE Dt 
—— (1—2-D)() (Rel(s)>D). 
而 在 s 一 I 处 (1 一 2 一 (8 一 中 og 2 二 (8 一 1)g 二 …， 这 就 表 
明 (s) 在 8=1 处 是 单 极点 ,并 且 留 数 是 
7 En - ee 1 1 
res C (8) 一 Fl1) /og 2 —- a (1+ 到 -去 二 一) 
=l0g2/log2=1., 
此 外 ,ZC9) 在 半 平 辐 Rels; 0 内 的 其 他 奇 点 只 可 能 是 


S 一 工 工 + GE LY. 


从 而 {4CND | 可 
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例 人 邻 w=09， 的 一 富 wnn， 可 的- 站 ww 由 
于 -as 二 LT 二 HL 十 … 是 发 散 的 并 且 部 分 和 有 界 ， 从 而 
Zs(s) 租 天 s(s) 的 收 合 机 坐标 均 为 eco 一 0 但 是 

C8) + Fs(s) Fals) 一 3 (Lr ta ms 


-8. 2 Bn) 38), 
即 一 (一 979LG) 一 了 Ps(s) 十 Fs(s)。 从 而 C0 除 了 s 一 1 之 外 在 
Re(s) >0 内 的 极点 只 能 是 1+2win/log 83， 但 是 log2/log3 是 无 
班 数 , 即 不 存在 (wm 关 (0, 0) ,使 得 
1+2mén/log 2—=1+2rin /log 3， 


这 就 表明 549 可 用 公式 
£0) = — (2) F203) 
或 Cl) —— (1—8 (Fs(s)+ Tas)) 


解析 延 拓 到 半 平 面 ReCs)>0 之 中 ， 并 是 在 此 区 域 中 只 有 s=1 为 
9 的 奇 点 (而 且 是 留 数 为 工 的 单 极点 》， 

定义 2& D- 级 数 袜 ja 的 收敛 横 坐 标 ci 叫 作 是 级 数 
aw 的 绝对 收 化 模 坐 标 、 屁 然 01>qo、 另 一 方面 ， 可 以 证 明 
ct 和 co 十 1( 习 题 ). | 

我 们 在 上 一 小 节 中 看 到 , 当 {f (nm) 一 ow} 为 积 性 而 数 时 , 它 的 形 
式 D- 级 数 (作为 环 刀 ( 吾 ) 中 的 元 素 ) 可 表 成 Euler 积 的 形式 ， 现 
在 我 们 要 证 明 ， 当 有 R= 而 把 它们 看 戌 是 复 变 函数 时 也 是 相等 
的 . 
定理 3 设 /.FP->C 是 积 性 数论 函数 ,oa 为 级 数 卫 Fn)m "的 

绝对 收敛 权 坐 标 ， 则 当 Re(s) >o1 寺 ,无穷 乘积 

tf Dp t+ pp +) 


绝对 收 伍 , 并且 等 于 习 /oom 


证 明 考虑 有 限 乘积 
Po- I Ut Dp? tf (pp). 
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当 Re(s) > ca 时 ,这 是 有 限 个 绝对 收敛 级 数 的 乘积 , 从 而 展开 式 逐 
项 可 任意 交换 次 序 ， 每 项 有 形式 了 (PP…89) (中 280、 从 而 
OOL a fm 的 素 因 于 均 < 对 ， 
于 是 也 fn 一 卫 (2) 一 翌 7o0o 有 一 世 |a 有 素 因子 2> 吕 、 
fr -PD < BID I>. 


这 就 表明 了 (一 翌 7 (an"*、 另 一 方面 ,从 微 积分 我 们 知道 ， 无 
穷 乘积 开 (1+ow) (wE C) 前 绝对 收敛 性 是 妆 mm 绝对 收敛 性 的 直 
接 推论 ， 在 我 们 这 里 , 由 于 
| 
<EUDP 十 二 Co 十 
< Bal, 
这 就 表明 无 穷 乘积 全 (Lf 了 (Dp +…+ 了 (pp "++…) 在 
Re(3) >ai 时 是 绝对 收 伊 的。 时 
注 记 。， 
1. 完全 类 似 地 ,如果 (m) 是 完全 积 性 函数 , 则 当 Re(s) > os 
时 (ci 为 了 jw 的 绝对 收 伍 模 坐标 ) 
AO 
例如 ,作为 复 变 函数 ， 当 Re 人 se) >1 时 ,£(9) -下 (Lp) 而 当 
Re(s) >2 时 , Epon D/O -Hd -pp 
等 等 
2， 以 上 我 们 是 从 数论 函数 (m) ~ 人 或 者 4(W) 一 袍 mw) 的 


性 状 来 判断 级 数 (9) 一 于 了 tn)w 的 解析 特性 .实际 上 ,由 (8) 
一 14 一 


的 解析 特性 来 判断 和 千 计 Fo) 或 者 4 的 阶 ， 则 是 解析 数论 的 . 
更 重要 的 课题 .解析 数论 在 这 一 方向 上 的 许多 方法 和 结果 也 可 推 
广 到 代数 数 域 中 去 ， 例 如 我 们 在 第 六 章 中 要 将 通常 的 素数 定理 推 
广 成 任意 代数 数 域 中 的 素 理想 定理 ， 但 是 本 书 在 这 方面 不 准备 作 
深入 的 探讨 . 


1. 求证 : 
(a) | pn) mt(s) /tr 2s)s 


Cb) Dntb(s) /Ls); 
(6) 对 于 9 一 天 09， 定义 XD=(-Deryo。 求证 局 Xeon 
tas) /ts). 
3 求证; 
_ [车 为 完全 平方 ; 
(b) ?Cam 一 让 ula) fa, /p(n — Rd/ pa); 
(0)》 以 (m)} 对 于 卷 积 运算 的 道 元 素 为 {|(n) | 
Cd》4Cn) 一 一 异 pCQ)1o8 4 其 中 Cn) 为 Mangoldt 函数 . 
3. 如 果 了 和 9 均 为 积 性 数论 函数 , 求证 frg 也 是 积 性 数论 函数 ， 对 于 完全 
积 性 函数 这 一 命题 是 天 成 立 % 
4 如 果 了 为 积 性 数论 函数 , 则 加 w(G)7(2) 一 TICLE-7CP))、 


5. 令 to=emiw, 求证 ko)= 六 六 
: 《力作 到 于 
6. 假设 是 是 任意 带 1 交 换 环 , f; @ 一 瑟 令 
Fo 一 六 fb， Fln)= 六 fb， 
CB, nal 


求证 : {FCm)! 一 {PC(m)}* wo) 
7.、 设 ce 和 cx 分 别 为 D- 级 数 号 arn(ane C) 的 收 合击 坐 标 和 绝对 收敛 
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横 坐 标 、 求 证 cos<oi<oo+1， 并 络 出 i=o6。 和 oi1=00+1 的 新 个 DD- 
级 数 的 例子 . 

8. (唯一 性 定理 ) 如 果 4(G) 一 mo 一 和 B(3) 一 总 bun 了 在 复 平面 的 某 
个 右 半 平面 内 定义 出 同一 个 复 变 函 数 , 求证 an 一 bn(% 一 1, 2,…). 

9. 求证 当 Be(Cs)> 工 时 , 一 如 (st 一 习 (onrs 其 中 Lo) 是 Mangold 
国 数 。 


§2 Riemann zeta 函数 Z(s) 
和 Dirichlet 上 函数 工 (s, X) 


2.1 “(8) 的 函数 方程 ,及 iemann 猜想 

我 们 在 上 一 节 中 看 到 , 许多 数论 函数 的 Dirichlet 级 数 都 可 用 
Riemann zota 函数 5s) 表 示 员 米 , 所 以 有 必要 对 于 (的 解析 性 
质 作 更 深入 的 研究 . 我 们 已 经 把 上 (9) 解析 延 拓 到 半 平 面 Re(3) >0 
之 中 ,在 这 个 学 平面 中 《ls) 只 有 一 个 奇 点 8 二 1, 并且 是 留 数 为 1 的 
单 极点 、 Riemann 另 一 个 杰出 交 献 是 ， 他 建立 了 《( 介 的 函数 方 
程 , 从 而 将 5(9) 拥 析 延 拓 到 整个 复 平 面 上 . 

定理 4 《(s) 可 以 解析 延 拓 到 整个 复 平面 上 ， 并 且 满 足下 面 
的 函数 方程 


oT (a/D Ls) mT (TE Ls), 


其 中 荆 (8) 是 人 amma 函数， 

在 证 明定 理 4 之 前 , 我 们 概要 地 报 述 一 下 Gamma 函数 TC8) 
的 一 些 基本 事实 ， 然 后 介绍 证 明定 理 和 4 的 楚 本 工具 一 -Poisgon 
求 和 公式 ,最 后 给 出 定理 4 的 证 明和 和 一些 推 论 . 

《Gamma 函数 荆 (s) 1 

Gamma 函数 的 Euler 定义 是 I(s) -人 dx， 右边 积分 
在 Re(s)>0 时 收 僵 ， 分 部 积分 给 出 工 (s 十 1) 一 sT(s)， 由 此 可 将 
二 解析 延 拓 到 整个 复 平 面 上 , 并 且 显 然 看 也 (m% 十 1) 一 ml 注意 

一 .1 称 一 


1 3 308 十 J])… (3 十 %) 
I'(s} T(t+l) 2 (sno 二 1) 


Tnt+1) 辐 
ENT s/n). 


不 率 的 是 , 泡 穷 乘积 开 (1- so 发散 ， 补 教 办 法 是 加 上 “ 政 伍 因 
了 ren, 于 是 在 GE+symero 收 仇 . 由 六 于 -logw+y+O( 寺 ) 


从 


(人 四 作 是 Bulor 常数 ) 和 渐 近 公式 人 (mnt+9~ 太 二 VB， 
可 以 推导 出 1/T(s) 的 Weierstrass 无 穷 乘积 展开 式 ; 
1/T (8) = 86" I (1+s/n)e sn 


从 而 Gy 为 整 冰 数 ， 零 点 为 8=0， 一 4， 一 2,…， 并且 均 是 单 堆 


点 。 于 是 荆 (3) 在 整个 复 平 下 上 只 有 奇 点 3 二 0， 一 t，~2, …， 并 
旦 均 是 单 极 点 。 卫 留 数 为 rs 卫 (8) 一 (一 DD"/w!。 由 1/T(8) 的 无 
穷 乘 积 展 开 式 还 可 得 到 
UTOTCY HL s/s, 

节 蔗 (DT(1 一 9) 一 zx/sinzs， 由 由 可 知 了 了 (1/92) 二 Vw， 

(2) Poisson 有 求 和 公 浆 

设 9g(%) 是 周期 为 1 的 实 变 函数 .在 适当 的 条 件 下 ( 见 后 ), 它 
有 fonrier 展开 . 


gm) - 个 se a = | go) d%. 
现在 设 j 四 是 (一 co，co) 上 的 连续 函数 , 而 glo) ~ 台 f(t+). 


-如 果 g(x) 有 意义 的 话 ，g(w) 显然 是 周期 为 1 的 实 变 医 数 . 这 时 ， 
如 果 g(xz) 可 作 Fourier 展开 , 那 未 其 Fourier 系数 为 


二 一 o9 


em 二 1 co 
= 上 f CP) eo se dz 一 | 2) eo he dw. 


取 w=0 即 得 到 


EfW -0 Bo, 


以 上 推导 中 我 们 随意 地 写 上 苇 |” 以 及 交换 呈 和 | 的 次 序 ， 作 


为 微 积分 的 很 好 练习 , 请 读者 自行 验证 , 在 下 述 引 理 诸 条 件 (2) ~ 
《由 均 成 立 的 时 候 , 上 面 的 推导 是 合理 的 ， 这 就 使 我 们 得 到 

. 引 理 4(Poisson 求 和 公式 ) ”假设 了 (zw) 为 实 变 函数 ,并 且 

C3) Fo) 在 (一 cp，co) 上 连续 ; 


(b) 衬 f(z+ 们 在 每 个 有 限 区 间 4<e<b 上 均一 致 收敛 
(@) 积分 | |f(@ 1aw 收 人 
(d) 级 数 马 ja| 收 敏 ， 其 中 =| Jo)er*eeam 则 


DW- Zo 


《3) 定理 4 的 证 明 
当 Re(s) >>1, t>>0 时 ， 


wt TG/D -| met ds (trmnt) 


-ee ee 
-J eo)aot ee do Ce) 
其 中 w(w) = > or. 令 gz) 一， DS em 一 1+2uo(o)， 在 Poisson 
公式 中 到了 的 -ee 则 ou 一 Jean 不 
难 验 证 引 理 4 中 诸 条 件 均 成 立 ( 原 因 是 当 | 引 ->co 时 四 下 降 很 
忌 )， 于 是 
四- 习 Jm-- 关 袜 oO， 


从 而 wll/w) 一 se ep w es zw(vp)。 将 此 代入 (*) 式 得 到 
已 一 L4 一 


ar-wa7(s/2)7(g 一 一 1/s-1/L 一 引 十 全 oi (wo) do 
十 | To (wz)Aa, 


但 是 上 式 右边 两 个 积分 对 于 任何 s 值 均 有 意义 ， 所 以 通过 上 式 将 
(s) 解析 延 拓 到 整个 复 平面 上 , 并且 如 果 将 s 改 成 1 一 s, 上 式 右边 
不 变 , 从 而 


wT /DE a NT (TD. 


系 ” (a) 《(3) 在 整个 复 平 画 上 只 用 个 奇 点 8 一 1， 并 且 是 留 
数 为 1 的 单 极 点 . 

(b) s 一 一 2, 一 4 一 6, … 是 “9 的 单 零点 ( 称 作 是 “(9) 的 平 
凡 零 点 )、 而 《人 的 其 他 零点 均 在 区 域 0<BRefs)<I 之 内 , 并 县 
这 些 零点 对 于 垂直 线 Re(s) 一 1/2 是 对 称 的 . 

证 明 ” 当 Re(s) 1 时, L(s) 有 收敛 的 无穷 弱 积 展开 式 ， 从 而 
(8) 无 零点 也 无 奇 点 、 当 Rels) <0 时 

Ce) om WLI) TI— /2) /TCs/2), (*) 

由 于 Re(1 一 $) >1， 从 而 这 时 《8) 的 奇 点 与 零点 具 与 Gamma 画 
数 有 关 .， 由 于 工 (9) 无 零点 , 而 只 有 极点 0， 一 1， 一 2,…, 并 且 均 
是 单 极点 ，Tes 7 4s) 一 《一 也"/al. 从 而 由 (*) 式 即 知 %6(9) 在 Re(s) 


0 中 没有 极点 ,而 零点 只 有 s 一 一 2, -和 一 6,…, 并且 均 是 单 零 点 


i HTH/2) 2 s/2 
(注意 在 s 一 0 处 , C9) i ee 


一 一 1/2*0)， 在 0<Re(s) <1 中 ， 我 们 已 经 证 骨 了 zt 的 只 有 一 


个 极点 一 1， 由 《9D 式 即 知 在 直线 Re(s) 一 0 上 (se) 无 奇 点 .于 是 
在 整个 复 平面 上 只 有 一 个 ( 单 ) 奇 点 :二 1， 最 后 , 下 面 引 理 5 表明 
(8) 在 直线 * 一 1 站 上 无 零点 ， 从 而 由 (9) 式 表明 5 在 直线 
8 一 氏 上 也 元 零点 ,这 就 表明 5s) 的 非 平 凡 零 点 均 在 区 域 0 二 Rels) 
1 中、 并 且 若 so 是 5 在 此 区 域 中 的 零点 ， 则 由 (*) 式 可 知 
1 一 0 也 是 6(s) 在 此 区 域 中 的 零点 ， 从 而 非 平凡 零点 关于 直线 


一 1 全 一 


Re(s) 一 1/2 是 对 称 的 。 由 
注 记 ne Riemann 猜想 是 说 . 2(9) 的 非 平凡 零点 均 在 直 


线 Re(9) 一 二 之 上 ， 信 人 们 已 经 验证 了 ,按照 零点 绝对 值 的 大 小 , 前 
1.5Xx10s 个 非 平凡 零点 均 在 Re(s) =1/3 直线 上 .例如 其 中 8 
个 堆 点 为 . 六 6(14. 184725...), 可 士 5(21 ， 022040.…) ， 

(25 .010856-…) 和 小 十 i(30.424878-- 小 ， 但 是 Riomann Wea 


今 未 被 证 明 或 推翻 
引 理 5 对 于 任意 4E 民 《十 沟 =0， 
证 明 令 s=o+ 计 ， 当 o>1 时 C5 一代 UP, 从 而 
bgt(®) =——2 lg 一 2 ) 一 -Dm 
因此 若 令 cxp(g 一 6%, 则 人 (9) 一 exp( 习 翌 oa/mpa)， 从 而 


1=oxp {加 训 coslmilog 办 /mar"|, 于 是 


ro) [ele+D ot) 1 -exp {BE A/mp"), 
其 中 
An~—3+4008 (mtlog p) + cos(2mt]og po) 
: —2{00s (mt1og p) +1}’>0. 

从 而 性 (o) | 改 (c 十 多 | 发 (369 | > 工 ( 当 > 工时 )， 或 者 写成 ; 

Co—Delo)) | et | +2 光 |> LL >1 时 )， 
我 们 已 经 知道 81 是 (8) 的 奇 点 ; 另 一 方面 ,如 果 工 十 训 (t 天 0) 为 
C8) 的 零点 ,由 定理 4 的 系 可 知 当 o>1 时 ,上 式 左 边 为 常数 ,而 右 
边 一 co, 这 就 导致 予 盾 .。 生 


2.2 有 限 Abel 群 的 特征 
定义 3 设 G 是 有 限 Abel 群 (运算 记 为 隧 法 )， 从 邓 到 乘法 
群 和 一 各 一 {0} 的 每 个 同 态 Xx: G->C* 均 叫 作 是 群 他 的 特征 ， 
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如 果 | 全 | 一 x， 则 对 于 每 个 gEG,，x(g)" 一 x (9 一 x {10) 一 1 
因此 特征 x 的 取 值 均 是 ”次 单位 根 . 

例 1 x 二 1 显然 是 避 的 特征 , 称 作 是 人 的 主 特征 , 记 为 zo， 

例 2 设 0.=<aje'=12 是 % 阶 循环 群 ,x 为 Cu 的 特征 ， 由 上 
述 可 知 YG) 一 0 oo 一 en D<ti<m 一 人 人、 并 且 Y 由 它 在 5 处 的 取 
值 所 完全 决定 ，x (0) 一 of (0<js 和 am 一 蔬 ， 这 个 特征 记 为 x, 于 是 
{xo, XI, “"*, -让 就 是 oo 的 全 部 名 个 不 问 的 特征 ， 

以 他 表示 有 限 Abel 群 G 的 全 部 特征 所 构成 的 集合 。 对 于 
“XiE ,定义 特征 的 乘法 xx 为 xx'(g) 一 %( 由 %(0 (gE G), 易 知 
xy' 也 是 群 G 的 特征 ,并且 9 由 此 形成 Abel 群 , 叫 作 是 G 的 特征 
群 ，G 中 单位 元 素 即 是 主 特征 xo. 若 x!: 表 示 特 征 x 的 道 则 
x (9) 二 xt9g) ~ 一 x(9) (注意 x(9) 是 单位 根 ), 即 x-+(g) 是 x(9) 的 
复 共 罗 ， 因 此 也 将 x ! 表示 成 xX, 称 作 是 x 的 共 斩 特 征 . 

定理 5 设 昌 为 有 限 Abel 群 . 则 其 特征 群 全 与 正则 同 
构 ， 

证 明 我 们 知道 ， 每 个 有 限 Abel 群 @# 均 是 有 限 个 循环 群 的 
直 积 ，G=O6 XO%X… XO,,，O5 一 《ax ler 一 1》 为 G 的 mm 阶 循 环 
子 群 <t<r)， 设 xE GQ, x 在 每 个 子 群 0,, 上 的 限制 显然 为 0，, 
的 特征 ， 从 而 由 前 例 2 知 zx(@2 一 如 (0<j<m 一 人， 由 于 如 中 
元 素 唯 一 地 表示 成 喧 .…er (0<2<smw 一 1 I<t7)， 从 而 

XY (GE 0》 GD) — La bh 
对 于 每 组 (加 …， 六 ， 易 知 上 式 定义 的 函数 均 是 避 的 特征 .将 它 
表示 成 zi;， 则 {ns | 关 E Z,，1<t<r} 就 是 全 的 全 部 可 能 的 
特征 , 易 知 
Xp 二 modm) (lI<i<r), 

从 而 车 将 订 看 成 是 Z/msZ 中 元 素 , 则 

{X45 [jE Z/ m2, Tt 从 

={ki 5 | 0SjSm 1, 1<7<r} 
就 是 如 的 全 部 特征 ,并 且 两 两 不 同 ， 又 易 证 
ATE A A 
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.从 而 映射 由 他 一 人 ， Ki > Be 
是 群 6( 守 Z/mZOO…@Z/mwZ) 与 群 一 0。 xX-… XO,, 的 同 构 . 目 
例 1 5 阶 循环 群 0:= 《al| 吃 一 芒 的 特征 群 为 
CC 一 《好 |0<i<c5>， 
其 中 x(@) =-o, wm 一 ei5， 从 而 全 部 特征 取信 如 下 家 所 示 ， 


a a a Ee 

Wo 一 知 1 1 1 i 1 
ba 1 多 3 0 {8 

2 1 2 Cd ww wa 
x 1 us wl [ou < 

1 入 a 08 他 


例 &2 (2.2) 型 Abel 群 OaxOs=<6, 5|a’=83=1, qb=bay> 
的 特征 群 为 = {xo, Ki， Xxa， XiXa}, 其 值 为 


1 如 pb Ww 

Xo 1 1 I 1 
X1 1 一 二 1 一 工 
Xs 1 4 一 工 一 工 
XIX2 i —1 一 1 I 


定理 6( 正 交 关 系 ) 设 个 为 n 阶 Abel 群 , 则 
网 ， 如 果 pm A 
Br -lo 否则 . 
i 呢 y 如 果 9 一 19 
中 Sx) | a 
证 明 (a) 显然 闷 zo(g) 一 守 1-|G| 一 n， 如 果 x 一 %， 唱 
存在 5EG 使 得 x(5) 关 1, 于 是 
六 xD 一 避 zCO90 = zx -xD Bx). 
但 是 x(6) 六 1, 从 而 必然 马 x(9) 一 0 
ty) 显然 马 z 四 一 瑟 1 一 18G1=191-w 如 果 gz1， 令 9 
~《g> 为 元 素 g 生成 的 G 之 子 群 ， 则 | | 沁 1, 于 是 1G7Gr| < 


令 厂 {XE 人 |x(g) =1}， 则 对 于 每 个 xE 已 , 同 态 x; 人 >C? 的 楼 
korx 过 G'， 从 而 自然 诱导 出 商 群 /GY 的 特征 色 GB/G'>C*、 并 是 
对 于 互 中 两 个 不 同 的 特征 x 种 x, 多 与 只 也 不 相同 。 但 是 G/G7 
的 特征 共有 |G/G" 1 个 , 这 就 表明 
IHI<|(0/G)*|=|0/9| <n=181=|G1. 
于 是 玉生 Q, 从 而 存在 WE G, 使 得 由 (9) 二 于 是 
x (9) = Zzx (WD 一 之 省 (Dx9) 一 由 (9) 有 x9). 


由 于 X( 护 关 1， 因 此 必然 2 x —0. 四 


定义 和 加 法 群 世 /mzZ 的 每 个 特征 % 叫 作 是 灶 tm 加 法 特征 ， 
由 于 /mz 是 阶 循环 人 群 ,从 而 它 的 特征 群 也 是 mr 阶 循环 群 . 其 
生成 元 可 取 为 A 荆 /mZ>C*, (1) 一 bm， 从 而 模 m 加 法 特征 群 为 
G0<o<m—1}, 其 中 和) em/ (nCE TZ/mZ). 

衫 法 群 (Z/m2)" 的 每 个 特征 叫 作 是 模 m 乘法 特征 ,通常 也 称 
作 是 模 zm 的 Diriehlet 特征 , 简称 作 模 1m 的 了 DD- 特征 . 从 定理 5 的 
证 明 可 知 , 为 了 决定 模 m 的 全 部 了 -特征 ,我 们 只 需 弄 清 有 限 Abel 
群 (Z/mZ)* 的 结构 .这 是 初等 数论 的 内 容 . 详 言 之 , 设 mw 一 2 
zt 为 mm 的 素 因 子 分 解 式 , 则 由 中 国 剩余 定理 知道 

ZL/mE) L/P) XX (ZL prZ)". 


而 (Z/p"Z)"' 的 结构 为 : 

(8) 当 p 之 8, mn 之 1 时 (Z/y'Z)* 是 p(P) 阶 循环 群 ,其 生成 元 
9 可 取 为 模 gp 的 任何 一 个 原 根 . 

(b) (Z/22)*~{1}，{Z/4Z}* 一 { 土 1 (2 阶 循环 群 )， 而 
当 n 之 38 时 ，(Z/2"Z)*=《 一 1>x<5>， 其 中 一 1 和 5 分别 生成 
(2/2"Z)* 的 2 阶 和 2， 阶 循环 子 群 . 

出 此 完全 决定 了 乘法 群 (Z/mZ)" 的 结构 , 然后 不 难 写 出 全 部 
9 Cm) 个 模 mm 的 也 -特征 . 

例 1 (Z/4Z)* 一 { 土 }， 从 而 模 4 有 两 个 亿 -特征 ，xo 和 
xz、 | 
一 1 一 


1 —1{(= 


Xo 1 1 
Xi 1 一 卫 


例 多 (ZZ/8Z)* 一 < 一 1> XxX《 二 59, 而 一 1 和 5 均 生 成 2 阶 循环 
群 ， 从 而 模 8 有 四 个 D- 特 征 ， Yo, X1,， Xz, X3= ZiXa 


1 1=7 5 一 5 一 3 
Xo 1 I 于 1 
X1 上 一 了 1 一 工 
Xn 1 学 一 开 一 并 
X3X2 一 X8 1 —1 一 工 1 


” 例 8 (Z/5Z)*~<3>， 妈 是 由 模 5 的 原 根 3 生成 的 4 阶 循环 
: 群 . 从 而 模 5 的 四 个 DD- 特 征 为 xo, x, x 各， 其 中 (3) 二 b= 
1, 


1 3 33—4 33 一 全 
Xo J 1 i 1 
x 1 —1 一 当 
v2 1 = 工 一 1 
加 一 好 1 一 工 省 


定义 5 设 x 为 模 m 的 了 DD- 特征 ， 由 于 x( 一 ?=x(1D) 一 1, 从 
而 x( 一 1) 一 土 l， 如 果 x( 一 1)=1, 称 % 为 偶 特征 ， 如 果 x( 一 1) = 
一 1, 称 x 为 宁 特 征 . 

引 理 6 设 x 是 模 %% 的 DDD- 特征，&|m, 则 下 列 三 个 条 件 彼 此 
等 价 . 
”” (a) 存在 模 8 的 D- 特 征 >， 使 得 (ma，a) =1( 从 而 (d, @) = 了 
时 ,x(@) =x' (0); 

(b) &, m=1, w=1(modd)= x(0) =1, 

(6) (g, 1m) = (0, m=1, =0 (mo0dd)=> x(0) —x(g). 

证 明 。 (3) 二 (b)=> (0) 是 显然 的 ， 剩 下 只 需 再 证 (0) = (a) ,我 
们 如 下 定义 一 个 函数 x， 若 (a, 中 =1， 则 存在 a'€ ZZ， 使 得 «= 
4(mod 押 并 且 (w，m) = 二 1( 令 g= 全 Pp， 取 a 一 w+gd 即 为 所 求 )， 

PH 
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如 果 条 性 (0) 成 立 ， 则 我 们 可 以 定义 阔 数 x '(@) 一 x(@”)， 易 知 这 是 
槛 4 的 了 D- 特 征 ,并 且 当 (, m2) 一 1 时 ,x 一 xCe 一 x 上 

定义 ”如果 引 理 6 中 的 条 件 成 立 ， 并 且 台 是 吧 的 真 因子 ( 即 
ad|m, 1<a<m), 则 称 x 是 模 m 的 非 本 原 D- 特 征 ， 因 为 x 是 由 
x' 诱导 出 来 的 , 而 x 有 比 x 小 的 模 , 否则 , 郊 黑 不 存在 2% 的 真 因 子 
8 使 得 引 理 6 中 的 条 件 成 立 , 便 称 x 是 模 mw 的 本 原 D- 特 征 .而 满 
是 引 理 6 中 条 件 的 最 小 正 数 & 称 作 是 特征 x 的 导 子 (Conductor, 
德 文 Fihrer) , 记 为 cond(x). 

引 理 Y 设 x 为 模 m 的 DD- 特 征 , cond(x) = 一 有 则 x 是 由 模 a 
的 某 个 本 原 D- 特 征 诱导 出 来 的 . 

证 明 根据 定义 可 知 %x 可 由 模 4d 的 某 个 D- 特 征 xw 诱导 出 
来 ， 妈 (6, m2 一 I 时 , x(8) 一 六 的。 如 果 x' 不 是 模 3 本 原 特 征 ， 
则 存在 4 的 真 因子 和 模 的 DD- 特 征 x”, 使 得 (4, 四 一 1 时 
Ya) 二 x” (2)、 于 是 当 (@, rm) =1( 从 而 (4, 9) 一 了 时 , x{@) = 
X (Q@)， 即 x 也 是 由 x” 诱导 出 来 和 的， 但 是 x” 具有 模 必 < 之 d, 这 就 
与 cond (x) 一 了 相 了 矛盾 , 从 而 x 必 为 并 5 的 本 原 DD- 特 征 ， 上 

比 旭 ， 前 面 给 出 模 8 的 四 个 D- 特 征 中 , x 和 xs 是 模 8 的 本 
原 特征 : cond (xs) 一 cond (xs) 一 83, 而 x1 是 由 横生 本 原 特 征 “z (1) 
一 二 Xx( 一 J]) 一 一 上 诱导 出 来 的 , 从 而 cond (x1) =4， 最 后 , 主 特征 
Yo 的 导 子 必 为 1. 

最 后 我 们 来 计算 将 模 m 加 法 特征 与 乘法 特征 放 在 一 起 的 一 
个 和 式 一 一 Gauss 和 它 在 数论 中 起 重要 的 作用 , 设 入 和 x 分别 是 模 
m 的 加 法 特征 与 也- 特征 ， 为 方便 起 见 ， 当 (m, @) >>1 时 , 我 们 规 
定 xX(@) 一 0. 


定义 6 GQ, 一 加 和 Go)x(0) 叫 作 模 吉 的 Gausa 和 ， 由 
于 模 mw 的 加 法 特征 均 有 形式 Mw(m) 一 e290<<k<m 一 1， 从 而 
Gauss 和 也 可 写成 

Gh, x) -~ X Ca) earaom_。 
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注 记 我 们 在 第 三 章 中 计算 过 和 式 G5() -入 (各) ore 
这 是 一 个 模 2 的 Gauss 和 ， 因 为 (于 ) 一 x 中 为 模 p 的 -特征 
定理 ?了 (a) 车 (8, 0) 一 1, 刚好 人民 Xx) 一 xX(8}G (1, x). 
(b) 若 % 为 模 mr 的 本 原 了 D- 特 征 , 则 |G(, 好 | = 到， 并 且 
当代 mo) >1H, G(k, #) =0. 
证 明 (a》 如 果 (E, m) 一 1 则 
Gh, x) - 写 2 oo” Cb) x nkV Ore/ 


—2() Ty (mormm yb GL, 2). 
(b) 如 果 (k, mm) 一 dd 令 上 一 br9, m 一 mvd, 则 In' 之 mp， 由 
于 x 是 模 w 本 原 中 -特征 ,由 引 理 6 可 知 有 7€ ZZ, r=1(mod mm’)， 
(rr, 20) 一 1 而 x(7) 六 1， 于 是 
Gk WD em omen yn) 


-总 » 

nA 
nl1 m1 

a 

[3 三 由 


n=! 
hnUud) 


| 路 "一 二 ?一 二 | 
0) Derm yn) x(r) Gk, x), 
2 rn 


但 是 xm 天 1 从 而 G 估 ,人 轨 一 0 另 一 方面 ， 
[G0, DP=G0, EU D0, 2) SE)e-wem 
站 号 他 (%, 办 682°in/D i > pe (%) C2 di) /om 
xn) pT a mx (1) = Nb, 
从 而 |GU, | 一 vm. 下 
2.3 Diriehlet 五 函数 
设 x 为 模 m% 的 DD- 特征 、 当 (m,n)>>1 时 规定 x(n) 一 0， 如 
下 定义 一 个 D- 级 数 
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”i 


Ls, PD = Dlon, 
称 作 是 Dirichlet 工 函数 ， 当 xxo 时 由 于 fr(m) 1%w==1, 2,…} 的 
部 分 和 是 发 散 并 且 有 界 的 (习题 了 2)， 从 而 L(s, 人 炉 的 收 敏 横 坐 标 
为 co 一 0， 而 绝对 收敛 横 坐 标 显然 为 vi 一 1， 于 是 它 在 半 平 面 
Refs) >0 内 定义 了 一 个 正 峙 函数， 击 于 特征 是 完全 积 性 的 , 于 
是 当 Re(s) 之 qi 二 1 时 有 Euler 乘积 展开 ， 
Lls, D-II i-x(D2) "= I (1—x(DP)™ 
(Rels) >1). 
如 果 cond Y 一 oj 9， 并 且 % 是 由 模 各 "的 本 原 D- 特 征 x 诱导 出 
来 的 5 引 理 龟 , 则 
Lls, x) = lI (x(Dp = 1 (1—x (Pp) 
~ (Pp) I —x (PDP) 
=—L(s, x) “TIC 一 X (PH). 

于 是 卫 (s, 办 和 荆 (s, z) 只 相差 一 个 有 限 乘积 ， 所 以 只 需 研 究 对 
本 原 DD- 特 征 的 荆 函 数 中 可、 特别 对 于 模 xm 的 主 特征 xo, 我 们 有 
Lis, xo) -tIT (1—»p). 

与 5669) 一 样 ,为 了 将 工 (s, x) 延 拓 到 整个 复 平面 上 , 需要 函数 
方程 . 

定理 和 设 x 为 模 叉 的 本 原 也 -特征 ， 令 

四 0， 车 x{—1) —1; 
9 -| 1， 车 x( 一 一- 
éts, 2 一 (全 T (号 二 Cs, %), 

则 Dls, 可 以 解析 延 拓 到 整个 笋 平面 上 并 有 满足 如 下 的 函数 方 
程 


é(8, Doi és, WD. 


证 明 ”基本 工具 仍 是 Poisson 求 和 公式 ， 我 们 分 两 种 情况 考 
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(a) x 为 个 特征 ， 即 x( 一 了 一 1, 此 时 8 一 0， 由 于 
(ZY TD eee de, 
从 而 当 Re(s) =o>>1 时 ， 
$6, 0 = (EH) TD) Brt) rr 
-J (re )ae 
-3 pe, Das, 
其 中 由 (w, 办 一 守 xQwemex， 于 是 
GU, Ds, PD = BG, Pros 
一 | Xm) DD 0 (9 
在 Poisson 公式 中 取 (有) -0 下 1 守则 其 Fourier 系数 为 
i 『。 -an VT Hn 
于 是 由 Poisson 公式 可 知 (从 ( 罗 式 ) 
GU, DP WD— IY 避 or 


-Y 之 忆 zDD 六 
-Yo DD). 
从 而 


‘6 四 = 可 | ee 人 Wart sp, Wde 


| “ Dds 


tt 
3 克己 宙 blo, XW) do, 


— ils-- 


但 是 上 式 右边 的 积分 对 于 任何 sEG 均 收 你 ， 济 且 当 xz 为 模 m 本 
原 D- 特 征 时 ， |9(1， 罗 |=、Yz#0. 这 就 将 Els, 2 从 面 将 
上 L(s, x) 解析 延 拓 到 整个 复 平 面 ,并 且 


Eli-s, a Pde 
和 So 上 we Wao 
-ET Yes, 0)， 
其 中 用 到 公式 G(1, DG(I, 2 Nx(—1). 
(b) 若 % 为 奇特 征 , 即 x( 一 1 一 一 1 此 时 6(x) 一 1， 而 


Ltstl) 
(3 


从 而 
#4 
Cs 


其 中 由 人 为 一 加 my (mw)e""e*， 由 Poisson 公式 可 得 到 


T (3 (8 十 1) ) w= ne a dz, 
1 Is.. 
i (+D) ) Li({s, ») =- 豆 1 hi(%, XD dg, 


2 6 "y+ 3inc rr y 13 2 Et Cy 0) > 
对 a 微 商 给 出 


2 > 3 Ney Ann 一 — Dry 3 (ma 上 ae-etawrvs 
车 二 一 


因此 他 一 六 a=m/N) 


六 
由 此 可 得 到 如 (1 妈 由 (5 入 一 232-3ja (wr1， 和 从 而 
6 人 )= 译 [四 oa 
+ 下 世人 fo Do] 
于 是 又 将 五 (e, 功 解 析 延 拓 到 整个 复 平面 上 ,并 且 邮 


a 


GC, OG Dr-DN--N 
即 可 证 得 。 -D-DD 
下 理 8 设 z 为 寞 析 本 原 太 亲征 则 对 任意 tiER, LCI+ 
ot, X) £0, 
证 明 与 证 明 引 理 5 相仿 , 当 o>1, so 十 计时 ， 
log LG, 2 = —Blog xDP) DE PD)"/mp™. 
从 而 


fs(o) Laotit, x Lo+2t, x?) 
=oxp (5 怠 A (x(P) 9" 二) 
由 于 |xCPDw 二 4, 从 而 可 令 x(P)p*=e%, 于 是 
Re(8T4 PDP "+ DP”) 
二 8 二 4c0os m0 二 e032m6 
=2{c0s8 m+ 1)?>0, 
因此 
(eso) Lilotit, x Llot+2it, ro) 


-erp( 卫 名 ot )>1. (#) 


如 果 t 关 0 或 者 f=0 丽 于 xo， 则 -jn 不 是 工 (s, x 的 极点 . 
又 知 工 为 如 的 的 3 阶 极点 ， 如 果 s 一 1+ 计 为 工 (s, 的 零点 , 则 
It(s, 轨 在 8 一 1 让 处 至 少 有 二 阶 零点 . 从 而 当 og 十 让 >1 十 计时 ， 
49) 式 左 边 一 0 而 右边 之 1, 这 就 导致 矛盾 ， 于 是 当 i 天 0 或 者 4=0 
而 x? 关 xo 村, 工 (1- 计 ,和 0) 关 0. 
如 果 t=0 并 且 =xo， 这 时 x 为 实 特 值 ( 即 z 只 取 值 土 1)， 
我 们 考虑 (Reks) >1) 
CEG, oD -Hp Dp 
| = -op TD 


A NO ed 


Xp) ~1 


一 和 《1 十 区 十 2 富士) 


xtp)= 人 fn 
“ I] d+2p +8p +) 
Xp-:1 
"用 Upp 二 …) 


一 Ep 
可 知 p( 庆 0, 并 且 p(w 1 如果 CL x 一 0, 则 &(8)Lt(s, x) 


在 Re(s)>0 中 正则 ， 根 据 定 理 2 Zp(ww 对 于 a>0 收 伍 . 但 
是 在 3 二 1/3 人: 
” p(n/2> 总 pn?) nN TS 0 

这 就 导致 了 矛盾， 国 

引 理 9 设 是 模 交 本 原 卫 -特征 ,六 2， 则 三 避 , 四 是 整个 
复 平面 上 的 解析 函数 并且 8s= 一 85(x) 一 2 人 一 0, 1, 和 …) 是 
工 (8, x) 的 单 零 点 , 叫 作 是 工 (8, xX) 的 平凡 零点 ， 而 工 (s, 0 的 其 他 
零点 均 在 带 状 区 域 0<Rels) <1 之 内 

证 明 由 万 产 2 而 2 是 模 闵 本 原 特征 ,可知 Y 和 Xo， 由 函数 方 
程 得 到 


N 和 r( te ) 


rg 
等-) 
Lis 5) CD J 
L(i—s, pp ge (后 
注意 |G(, /VRH| 一 1， 当 Rels)>>0 时 了 (3, 入 没有 奇 点 
当 Re(8) 所 0 时， 由 Gamma 函数 的 性 质 知 上 式 右 边 无 极点 ， 从 而 
工 (s, Xx) 无 极点 ,于 是 L(s, x) 是 整个 复 平面 上 的 解析 函数 . 当 
Re(s) > 了 时 卫 (s, x} 有 上 收敛 的 Euler 乘积 展开 式 、 从 而 L(s, Xx) 
天 0, 而 当 Re{s) <0 时 ， 考 虑 人 *) 式 右边 可 知 工 (s, Xx) 的 零点 只 有 
352 一 0, 一 1 一 2 … 时 ， 即 5 一 一 6 一 2n(m 一 0, 1, 2,…)， 并 
且 它 们 均 是 单 零点 . (包括 s 一 0 的 情形 , 因为 已 证 了 工 (l 荡 尖 0) 
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Lls, 2) 一 


进而 , 引 理 7 表明 芽 (s, 娄 在 s 一 十 名 千夫 仿 处 无 零点 ， 从 而 由 
函数 方程 可 知 在 s 一 刀 他 关 的 处 也 无 零点 ， 从 而 韭 平 凡 堆 点 堆 在 
0 一 Re 过 1 之 内 ， 是 

注 记 所谓 广义 卫 iemann 猜想 即 是 ， 对 于 每 个 模 六 之 2 本 


原 D- 特 征 ， 五 (s, 人 的 非 平凡 零点 均 在 直线 Re 人 9) 一 喜之 上 


2%. 和 4 Dirichlet 级 数 在 负 整 数 处 的 值 , Bernoulli 数 

定理 9 翁 设 wEE (一 二 2,，…) ,并且 级 数 卫 (9) 一 写 am- 
的 收敛 横 坐 标 co<< 十 ce， 令 7 四 = 局 me ， 则 了 的 在 这 0 时 
收敛 ,并 且 


(a) 若 ix0 时 .f(2) 有 如 下 的 渐 近 展开 ， f(D) ~bo 十 Bt 十 Dzt? 
十 "…《 即 意 昧 着 ， 对 每 个 六 均 有 了 四 一 pp 十 OG 拉 )， 拉 >0)， 


则 五 (s) 可 以 解析 延 拓 成 整个 复 平面 上 的 金 线 丽 数 ， 并且 也 ( 一 吉 
~ (Dmnlb(n=0, 1, 3) 


(b) 如 果 了 (在 4->0 时 有 如 下 的 渐 近 展开 了 的 ~ 二 
Bo-+ ba 十 …, 则 天 (8) 可 以 解析 延 条 到 整个 复 平面 上 ,了 (8) 一 2 二 


为 全 纯 画 数 ,并 且 仍 有 也 ( 一 册 一 (一 matb, (m0; 1 2 | 
证 明 ”由 于 oo< 二 oo, 可 知 4(N) ~ 训 q,=OCNo") (定理 
DD 从 而 ao 一 4(m) 一 44w 一 了) 一 Own), 由 此 即 知 
f 的 = Dae™. 
在 i>0 时 收 合 ， 考虑 (Re(8) > oo 二 1 
PMCGPAO) -上 i Cr dt = | Bae "dt 


| a 


由 了 药 解 析 特性 知 积分 | 在 整个 s 平面 上 全 纯 ，. 另 一 方面 ， 
18 


”人 


近 


出 广 ( 坟 三 忆 ?十 O(N 可知 
3 一 工 Em On 有 _ Wt nN 48—1 
ft ie | (FO — Db) dt 


当 Re(s) 二 一 六 时 ,后 边 积 分 收效 ,从 而 


TGF 四 =- 习 二 TBGG， (9 


全 (98) 在 Beta)> 一 六 中 正则 ， 由 于 六 可 取 充 分 大 的 整数 ， 从 而 
了 (9) 由 此 解析 延 拓 到 整个 复 平面 上 . 

(a) 车 ~60 二 ba 十 ba 十 …，(t 玉 站 则 (和 9 式 右 边 在 3 一 
0， 一 4， 一 2, … 有 一 阶 极点 ， 而 工 (3) 也 恰好 如 此 。 因此 (5) 在 
蓝 个 复 平 面 上 全 纯 , 并且 

Fl-%) — bres TS =—(— Dlb,. (n=0, 4, 2, .…), 


(4h) 车 了 的 一 全 十 po+2t 十 GO， 则 (9) 式 右边 第 一 


项 为 (0 一 了 DD)/(s 一 了 ) ,而 了 (DD 一 4, 从 而 了 8) 一 0 一 了 /G8 一 上 在 
整个 复 平面 上 全 纯 , 并 且 仍 有 
Pl-m =b/res Tle) = (—D)mlb, 一 0 二 2 …)， 莉 


现在 我 们 用 此 定理 求 5(s) 和 Lls， 和 在 s=% (mn 一 0, 一 1 
一 2 … 小 处 的 值 . 这 些 值 用 Bernoulli 数 和 广义 Bernoulli 数 来 
表达 ， 我 们 先 介 绍 这 些 数 . 

定义 6 由 下 面 Taylor 展开 式 定 义 的 系数 B. 叫 作 是 
Bernoulli 数 . 


ey Bn 
一 加 
不 一 工 ee 
B, 的 前 几 个 值 为 
nio i123 4567 891011 了 1314 
| 1 _1 » 5 ，、691 7 
7 


对 于 wz0, BO = 名 9 Biwr 叫 作 是 Bernoulli 多 项 


式 . 例如 ， Bo (%) =1, Bi(%) i Bo) = s+, Blo) 
a 
mw 人 4 十 本 交 ， 
最 后 , 设 x 是 模 本 的 DD- 特征 , 定义 广义 Bernoulli 数 为 
Bs— ND Cm) BR). 
其 中 Bi( 人 ) 为 Bernoulli 多 项 式 B,(w) 在 w 一 -名 处 的 人 
定理 10” (Bernoulli 数 的 基本 人 性质) . 
(0) 符号 地 定义 (1+ "一 宇 { 2 加 则 当 w>2 时 (+B)。 
一 B.。 从 而 得 到 递归 公式 ， 
二 %B._1= Bo ( 1 Bit -十 (ja。 (n>2) 
由 此 可 知 BE @. 
(hb) = 学 2 ij， 二 Srlmom~ SL 名 


.人 @ 一 工 总 ! 
(x 于 Xo 时 ). 
(6) Bi 一 一 4/2, 调 当 2% 之 38 时, B. 一 0. 
蔡 Xxo, 4 则 3(2) 十 % 三 1(mod 邓 时 By 一 0 
证 明 
(8) 由 了 丈 , 的 定义 即 知 
(加 vr/n!l )( 导 二 -司马 


nm Br ee B, 隆 
和 l 
ae BB, 
-总 节 | A 
比较 如 的 系数 ， 便 知 当 和 时 , B,== (1 十 B)"， 由 此 不 难得 到 (a) 
中 的 其 他 结论 . 


四 名车 tw- 二 的 ) Bev 


--- 460 一 


和 Brt? oH 
> 2 k! 1 
=, B, 
加 es os 5 
< 人 P -一 < [MM 
mm 
,省 mn 科 
一 订 六 xlm) 台 a ) 
N=1 如 一 用 
1 * Nie 
术 旋 *( ) 7 1 
Nn 
ett1 Dn)e™ 
~ B, LE 二 B, n__ 二 + 区 
(9 2 馆 亏 | | 二 C3 1 
24n 
t -tt 
i 
当 x( 一 4) = 时 


于 是 B1~= 一 1/2, 而 当 21w 之 8 时 , B,=0， 对 于 广义 Bernonlli 数 ， 
B,,, 反 __ Sa B,,, oh 
"ee = Si 


si < B,,x | 
N20 Wl 之 ml ( 如 


pT (Tx Cm) O™* — > Xm) om) 

(Be ete) 
因此 在 x( 一 由 一 1 而 2tw 时 ,Bs 一 0， 同样 可 证 在 x( 一 1) 一 一 
而 3ja 时 Bs-0， 是 

现在 我 们 求 《(s) 和 工 (sz 在 负 整数 处 的 值 ， 我 们 同时 又 (不 
用 通 数 方程 ) 给 出 它们 在 整个 复 平 面 上 的 解析 延 拓 

定理 了 (9) 令 人 9) 一 入 we(Re(s) >D. 则 5 -- 
可 解析 延 拓 成 整个 复 平面 上 的 全 纯 画 数 ,并且 £0) = -1/2, 而 当 
4>1 时 ,人 (一 0) 一 一 -下 二 


士 荆 ” 


一 1$1C— 


{b) 设 x 为 模 六 的 D- 特 征 ， 册 
bls, 2 = Brn (Re 全 > 了 


可 解析 疆 拓 成 整个 复 平面 上 的 亚 纯 冰 数 ， 进而 ， 若 xx， 出 
五 (8, x) 在 丈 个 修平 面 上 爹 纯 ， 而 XxX= 和 0 时 只 有 8=1 是 Ls, xo) 
的 极点 并 且 是 单 极 点 , xcs 上 ts， Xo) 一 p (NWN)/ 太 ， 最 后 ， 
LC-m, WD -et (n-0, 1, 2 
证 明 
(a) 在 定理 8 中 取 卫 (8) 一 LC9), 则 4% 二 I. 于 是 


= Sy' 一 时 一 由 + 二 
了 人) 将 人 多 一 工 饼 (wt 1)! 00, 


从 而 由 定理 8 即 得 (8) 中 的 结论 . 
(Qh) 在 定理 8 中 了 om 一 Yo) ,这 时 


了 (太一 三 多 (87 天 一 x (m) 3 te 


-总 x ( 加 (路 秆 区 (训导) 


%N+r KATr—1 , 
ror NB fet+r—1 


_ dy 
pO T 
当 志 >0 时 ,的 的 渐 近 展开 式 中 如 项 系数 为 


1 (— "rim N18, 
9 B17! 
x+r=n+1 


(n= 一 1 0, 1 "0 ). 


1 0， Xo 轩 ; 
| 
1 pN)AN, xX 一 Xo 时 、 


富 
! 
己 


SD (ny 
bh 


【 1 热土 i 
一 上 NM 2 XM) Br (全 ) 


a dy 
mT sy 
于 是 由 定理 8 即 知 


Lm DD™mlbm — et, (n=0, 1, 2, *) 
并 且 (b) 中 其 他 结论 也 是 对 的 ， 。 


习 题 


1. 利用 函数 方程 计算 人 0) 和 5( 一 1》. 

2. 求证 ，(@) 《9) 一 王 sGs 一 Dm ar(s/2)5(9) 是 揽 平 面 上 的 全 纯 函 数 ， 
并 且 3) 一 (1 一 8). 
《b》&(s) 的 金 部 零点 均 在 带 状 区 域 0<Re(s) 二 1 之 内 , 并 且 零 点 对 于 直 
线 Tm(s) 一 0( 实 报 ) 和 Re(s)= 瑟 均 是 对 称 的 . 

3 求证 当 % 二 1, 3 5, 7，… 有 时 (I~2%)<0， 而 当 %=2, 4, 6, 8, … 时 ， 
£1—2%) >0, 

4. 设 吾 是 有 限 Abel 群 G 的 子 群 。 求证 五 :一 {xE QIx( 有 )= 二 是 的 
子 群 ,并 且 互 上 同 构 于 G/H. 

5. ( 正 交 关 系 的 矩阵 形式 ) 。 设 G= {1 0 9w} 为 有 限 Abel 群 ， @= {x 机 
和 }，44 一 (ao) 为 4 阶 复方 阵 ，au 一 ‰(9)， 求 证 444 一 44 一 ?Ta 其 
中 4*= 《a4) 而 I 为 有 nw 阶 单位 方 阵 , 

6, 设 人 = {93, … gm} 为 3 阶 Abel 群 ， {fao， 人 qo,} 为 1 个 复数 ， 定义 % 阶 
复方 阵 44= (aes)， 其 中 cw 一 apgy(1<1, 7 和 2)、 求 证 

det 4- 了 1 ‘名 apx Cg)). 
。(a》 对 于 w= 和 和 6, 用 上 题 计 算 
do Ul Oa *"* (dn1 


4 = CT CD Ql"** dn—? 


了 3， 


18. 


14. 


75. 


16. 


17. 


fm HH oa 


(b) i E» 
4 人 


9 03 tio 


Wo un 


(3 
We a 列 式 ， 
CGI 


\ U3 Ua Ui a 


. 对 于 m=3, 7, 13, 写 出 模 加 的 全 部 加 法 特征 和 也- 特征 . 
. 设 为 采 素 数 ， 求 证 Tegendre 符号 (一 )( 王 /2Z)* 一 {二 让 是 模 p 的 


D- 特 征 ， 并 且 是 模 唯一 的 非 平凡 实 特征 ， 如 果 % 为 (了 /9 宇 )* 的 特 
征 群 的 生成 元 , 试问 (一 ) 为 的 多 少 次 方 ? 


， 当 m 之 3 时 ,求证 在 模 轿 的 D- 特 征 中 , 奇特 征 与 偶 特 征 各 占 -- 半 . 
了 


设 %Y 为 模 了 的 了 -特征 并 且 X# 二 知 ， 对 于 (ro a) > 了 规定 %a)=0， 求 
| 硬 
证 : 对 于 任意 m 8E 王 均 有 | 习 x(o|<p(m /2 
由 >3, 求证 (左边 求 和 过 模 m 的 全 部 奇 Dirichiet 特征 ) 
到 go， 当 %=1Gnodm) 时 ; 
宇 X05] 一 竺 pCm)， 当 n= 一 (mod m)RN; 
0 否则 . 
(a) 车 为 模 秋 的 偶 Dirichlet 特 征 ,x 二 zo 则 室 5a)a 一 0 
(b) 车 x 为 模 吉 的 奇 Dirichlet 特征 , 则 呈 za)o 一 mm 号 za)a 
(a) 列 出 模 10 的 全 部 D- 特征， 求 出 它们 的 导 了 于。 试问 电 些 是 本 原 的 ? 
《b) 列 出 cond(x) 一 3 的 全 部 模 9 的 DD- 特 征 % 
以 疙 mw 表示 模 mm 的 本 原 也 -特征 个 数 ,求证 : 
(a) f(mm) 是 积 性 数论 函数 (参考 第 19 题 ); 
《pb) fp YI— pp ~ pp™ DD; 
(0) f(m)=0 0 m=2mod 4). . 
《有 限 Fourier 变换 ) 假 设 Gly Gm C1"*y CmE C&C, 则 
CA 一 3 一 二 3 Pp er a 
设 f(z)€ ZEz， 
人 以 (9) 表示 同宗 方程 了 Dntrnod mw) 的 模 解 的 个 数 ， 冰 证 


ny 二 gi A nm, 
Nan(n)= 2 之 5 


Cp》 以 Wu《m) 表 示 方 程 了 (%) 二 mn，|[z1 所 六 的 有 理 整 数 解 的 个 数 ， 求 证 


一 164 一 


18, 


19, 


加 (2 Bs 上 2 ei mdy, 


总 上 两 个 公式 是 解析 数论 中 指数 和 方法 的 起 点 ， 
(a) 设 p 为 次 素数 ,fx) 一 (az 十 Do gylbe ZZ. (a, 加 =(5,p)==1， 求 


= (学 )-- 全 
《b》 设 2 为 坷 素数 , gc, Be { 土 ， 定 义 


g(a, 六 = 人 1I<z<p-2 (E)-= (和 3+)=8 } 


N(a, B= 1S'Ca, B)1. 


x 


《0¢) 求证 ， 
won- 
NU, 一切 一 1 十 NT 1), 


和 二 =3(?-2+(=)). 


设 吉 二 PP…Prr 是 加 关 2 的 素 因 子 分 解 式 . 求证， 每 个 模 mw 的 DD- 特征 
均 可 唯一 地 写成 x=Xx…%r, 其 由 % 为 模 1! 的 了 -特征 (1<i< 进入: 
* 为 模 % 的 本 原 DD- 特 征 污 每 个 % 均 是 枢 2 的 本 原 DD- 特 征 (1<i< 
人 0)- 


- 设 X 为 模 生 (唯一 的 ) 本 原 D- 特 征 .， 试 计算 三 ( 二 x) 和 工 (C0, %). 
,求证 当 % 之 1 时 ，Ban 二 0, Bsn_s>>0, 


. 求证 了 + 名 上 十 "一 


《Bota(N 二 1 一 ButD; 其 中 BnriCN + 才 ) 


是 Bernonlli 多 项 式 如 (Co 在 z= 愉 上 il 处 的 取信 ， 


， 当 > 时 , 求 于 26)= (12 52D 了 Bap 


2a20) “ 


- 设 % 为 焰 m 的 也- 特征 ,x 六 %， 求证 0, #) 一 一 二 避 x(n)n 
28. 
26. 


设 % 为 模 % 的 本 原 D~ 特 征 .求证 GCL GC1, 人 = 一 并 一 四 和 
设 如 为 有 9 阶 Abel 群 ,4 为 嫩 中 一 个 太 阶 元 素 , 则 
LxCo)m) m1), 


— 165— 


$3 Dedekind zeta 范 数 ix (5) 


8.1 留 数 公式 

现在 我 们 将 Dirichlet 和 Riemann 开创 的 解析 方法 用 于 代数 
数论 ， 对 于 代数 数论 中 的 许多 本 质 性 问题 (如 本 书 第 五 章 中 关于 
素 理想 分 解 和 密度 问题 , 第 六 章 中 的 类 数 问题 , 以 及 本 书 中 未 讲 到 
的 类 域 论 的 建立 等 ), 解 析 方法 都 作出 了 重要 的 贡献 . 

仿 下 域 仿 上 的 Riemann zeta 函数 (s) 一 w*, Dedekind 
对 于 每 个 代数 数 域 ,定义 了 Dirichlet 级 数 

4 的 =~NO-。 


其 中 a 过 数 域 K 的 全 部 非 零 整理 想 ，N (lq) = 和 xye (ln),， 称 Lx 人 (3) 
汶 数 域 尼 的 Dedekind zota 函数 ， 如 果 以 & 窒 示 Ox 中 落 为 的 
整理 想 个 数 ， 则 Lx (3) = 也 arr” 从 而 Er 全 不 过 是 数论 函数 q 
的 Dirichlet 级 数 . 按照 前 下 的 研究 程序 ， 下 一 步 自 然 需要 考查 
sts) 的 解析 特性 ， 我 们 先 来 证 明 它 的 收敛 横 坐 标 co<sl. 
”定理 12 

(9) 级 数 和 (9) = 层 术 (qa) 有 如 下 性 质 ， z 

(P) 在 Rets) > 中 收敛 , 并 且 在 半 平 面 Re(s) >1 的 每 个 紧 
子 集中 一 致 绝对 收 伍 (从 而 在 Re(s) >1 中 定义 出 正则 函数 )、 

(b) 当 Re >1 时 ,无穷 乘积 (LN 中 ) -9 一 收 伍 ， 并 且 
有 Euler 乘积 展开 式 5 (9) -I (I 一 入 (Pp) 其 中 p 过 Oz 的 
全 部 素 理想 ， 

证 明 

(2) 令 % 一 [KK:@]、 由 于 每 个 有 理 素 数 p 在 ,区 中 至 多 有 % 
个 素 理想 因子 (g< 训 efi<<m)， 从 而 当 o>1 时 ， 


-~ 6 一 - 


< NG < 及 mT". 
这 就 表明 DD-- 级 数 > ”有 性 质 ( 王 )， 进 而 , 当 gc> 工 时 


vm 


人。 NP) 1 -他 (Pp) i (I N Cp) =) 
<2 2 Np™, 


NUD)T 


从 而 马刀 W(p)-w 也 有 性 质 (P). 于 是 无 穷 乘积 IEC 一 (pb) 


也 有 性 质 (P)， 进 而 , 由 Or 中 素 理想 唯一 分 解 性 质 ， 可 知 当 o>>1 
时 ， 
HH G- 克 个 ) = TI (G+NG)-"+NY) P+.) 
六 (py < Nb) ew 
之 3 (al 


NADAT 


这 就 证 明了 Lx (9 一 导 了 了 (@)* 也 有 性 质 (P)、 
人 b) 我 们 已 经 证 明了 开 亿 一 六 gp)- -3: 有 性 质 (P)。 另 一 广 


面 ， 
HNO) YD- DS NV+ ne ， 


从 而 当 Re 人 一 o>1 时 ， 
LV WO) 
< ,NO 0 ( 当 w>oo). 
这 就 证 明了 在 Rel3)>1 时 ,tx@) -了 IG-Wp) 2 
注 记 设 O 是 数 域 的 任意 一 个 理想 类 , 定义 
br(0, = BN DolO) nr. 


其 中 a 过 理想 类 CO 中 全 部 非 零 整理 想 , 而 4,(0) 表 示 类 O 中 范 为 
的 整理 想 个 数 ， 显 然 Cx(s) 一 。 司 Cx(O，s)， 并 且 外 于 正 项 级 


数 避 oO)m 的 系数 小 于 也 a 一 Lx(s) 中 相应 的 系数 ,从 而 由 


定理 了 知 xr(O, 9 也 有 性 质 (P). 
现在 考虑 tr(O, 和 Lxb8) 在 8 二 1 处 的 性 状 ， 我 们 要 证 si 


一 4 条-- 


为 EC, 四 和 寻 全 的 一 阶 极点 ,因此 oo 一 1。 根据 了 -级 数 的 一 
般 理 论 , ro 和 Cx(O, 中 在 oo= 工 的 贸 数 与 部 分 和 局 m(C) 的 大 小 ， 
有 关 。 正 是 在 这 一 点 上 ,解析 理论 与 代数 数论 发 生 了 深刻 的 联系 . 
因为 下 面 定理 显示 出 ,在 习 w(C) 公 式 的 主 项 中 儿 乎 包含 了 我 们 


在 本 书 第 工 部 分 得 到 的 数 域 五 的 全 部 不 变量 , 而 定理 的 证 明 本 身 
也 显示 出 我 们 需要 借助 代数 数论 中 多 人 么 广泛 的 知识 . 
定理 18 设 刀 是 代数 数 域 并 的 一 个 理想 类 , 和 = [ 忆 :四 ]. 令 
Oo) = 之 1= S60) 


NEP 

其 中 a 过 范 志 并 且 属 于 类 0O 的 整理 椒 ， 则 当 ww->oo 寺 ， 
2 2) "Rr _ 
wr a EY | 
其 中 和 rs 分 别 是 天 到 中 前 实 搓 入 个 数 和 复 吝 入 对 数 ，Rx 
和 ad(K) 分 别 是 KK 的 regulator 和 判别 式 ，zx 是 区 中 单位 根 群 
Wz 的 阶 . 

证 明 ”第 一 步 ( 理 想 求 和 化 为 元 素 求 和 )， 先 在 理想 类 Cm 中 
任 取 一 个 整理 想 只 .如 果 a 为 C 中 的 整理 想 ， 则 a 着 = (@) ,acE 遇 . 
Nm) = 六 (VNB) ETN) 反之 ,如果 aE 时 ,NW (@) <vN (3), 
则 a= (o 见 -为 整理 想 ， 并且 站 (m 一 To)-<z 从 而 
了 (Gz) 等 于 主 理想 集合 {lm) 一 aOr|lec 和 ， No sa 人) + 中 主 
理想 个 数 . 由 于 (o = (8) Sa/BE Ux, 于 是 

fl0, DD) =#{amod Ur) aE YN, Nia) <oN (WB)}, (1) 

其 中 oCmod Ur) 玫 示 在 每 个 集合 aUx 中 取 一 个 元 素 , 而 亲 A= 
14|. 设 om,…, om 是 Abel 群 员 的 一 组 基 , 则 田中 每 个 元 素 唯一 
地 表示 成 < 一 maosGmaE Z)， 作 喘 册 


f(0, 2) past+O(e *), pr= 


pp: BQ—> FF", Go= DB) THi05T > 1, ~ Tn), (2) 


则 (3) 为 R* 中 的 格 , 子 是 公式 (DD 可 写成 


Oo) -上 #| {V1, **, Vn) E Z|a= Dl molmod Us), 
0< (oO sa 9)| (3) 


第 二: 步 (处 理 单位 群 ) 接 下 来 要 应 用 Dirichlet 单 位 定理 . 这 
个 定理 是 说 : Uz=WxrxVg, 其 中 Wx 是 区 的 单位 根 群 ,Vx 是 秩 
Y 二 名 十 4 一 的 自由 和 bel 群 ， 并 且 下 x 以 一 组 基本 单位 sa，… 
sr 为 基 、 考 虑 映射 
KS [mx Om DS Rt 
其 中 o (0 = (G1(0) ,Grrr (6)) (oy, onin 是 尺 到 人 
中 的 前 人 3 十 ra 个 报 入 )， 而 
Lys, 2 Wren) = nlopg [ys|, *…, tr og | yrsr, {) 
为 对 数 映 射 , 呈 =1(L<6<r 21T<6<9aTray， 我 们 已 经 知 
道 : 
(i) ker(to0)=WE; 
(这 ) Loo (Vg) 为 Rm 的 超 平面 
五 一 Tc corn E Rnt git yr = 0} 
中 的 格 , 并 生 此 格 以 ioo(sD),…, 1atler) 为 基 ， 令 
t= (9, -or E 展 
显然 笃 瑟 .从 而 六 joo(81)，…，loa (sar) 形成 实 向 量 空间 Rn 
的 一 组 基 . 即 
民 — RiORIoo (81) ODORIoo (er), 
对 于 每 个 wE * 一 一 {0}, ioo (ea) € Rm, 从 而 唯一 地 写成 


bc (m) ot-t Soloo Ce) 0, GE 民 ， 
而 每 个 单位 唯一 地 写成 4 一 we?…e?,wE Wx, ai€ Z， 于 是 
foc (we) tt Dc-tadleo (ed) ， 
这 就 表明 ,对 于 每 个 a= 癌 morE 轧 一 {0}, mE ZZ, 在 aUz 中 可 选取 


恰好 wz 个 元 素 oww lwE Wg), 使 得 0<o 二 a 二 10<j<r)， 信 
一 1 一 


而 (8) 式 又 可 化 为 
wef (0, 由 | CA 


= p33 vo, ON (oa) 
gml1 
<oN (BW), loa(o) ~ot+ DD oo0 (80), 


0, oER, 0<o<1 G<i<n)| 人 


对 于 y= rr) ER"XOn, 我 们 定义 
NO = yg sn), 


则 NeW) -NBDao 0) ). 
注意 当 wE 到 时, 双 (o (ay ) 与 普通 的 范 1 (o) 一 致 ， 又 定义 
To 一 {Ce "ER 0<N(D Wi os) }<,, 


1 (Tao (四 ) -ott Soloo (gy), 0<o0<1 上 
这 是 R" 中 一 个 形状 良好 的 集合 ， 而 由 (人 D 式 知 wrf (0, 四 不 过 
是 集合 (zN (8)) 7 中 各 点 (zu …， au) 的 个 数 、 当 n-> co 时 ， 
(weN ( 男 ))87r。 中 整 点 个 数 相当 于 集合 (co (8)) 3 的 体积 


VON BIT) —wN (人 六 (Ta 
的 大 小 (每 单位 体积 有 一 个 整 点 ! ), 而 误差 的 阶 应 当 为 (cz (3))*T 
的 表面 积 的 测度 ， 即 误差 的 阶 应 当 为 0CLw*”? ) m0O(w*)， 轩 
此 我 们 有 , 
wrf (0, o) =2N BV (TOO *) (vy 2mH). (DD) 
第 三 步 (计算 玉 (T0)) 令 


之 WiO" (0) 人 (9 0 Yr Sry) es Yritrs [7 症 


好 oor(o) (lhery), 


ix 十 raz 一 辣 DT 《oo ) (和 十 工 <s 开 < 拉 十 72), 


(grt 2) 11., 
Gi) (log lys|, *…, log |yr,|, 


Ler ys, 2 gn) € 5 log (OT A se 


| (0O<6<1, cER). 
再 令 T={ 人 yy, 9) EToly>00U<is<ro0}, 则 
V (To) -| dz ds, 
DE -1 
-| .7( 毕 Re we ] dz do， 


并 7， 自由 
Ow(0i), 1< hr; 


由 于 De 一 | Rolow(o)), rt lhentrs 
2 Im(oyto)), rit rat leEew, 
即 知 Jacobi 行列 式 为 


(3) 0< 的 (二 多 


log (gn+nt yr) 一 0 填补 etn 


《7) 


了 ( 弓 ee .~ 2-r | dot (oi (os)) | 一 2 (oa， ”5 0) 73 


v3, ee 
=2-"N (3) |a(E) 2. 
其 而 由 《7 式 即 知 
Oritra 


VN 


为 了 计算 六 (六), 我 们 在 民 *=R"*QDE" 中 引入 极 坐 标 ， 
| | p= (eder), 


(8) 


prnsstooa 0 tt sming) =yrnat rirnts (Lier), 


于 是 
| (1) 0<P= pipr, 
由 CPrisi "pritr) 2<<1; 
各 a lop 
T= 《pa， 3 Dr 的 0, * 6,,) (ii) log a; i 


tologlepl, oo< 
(Hl) 0&0< 2 (LIEY;). 


一 下 -一 


这 里 我 们 利用 了 = iog 也 /mn( 此 式 可 由 (6) 式 中 条 件 G) 得 到 )， 不 
难看 出 


a Wi, "Yn 8 )=prrt prar 
Dis SY 


机 Oi1, Se 
从 而 
We -| ， Pnti' Pntr dpi…GporHm dg1- db- 


= (27)" | prst "prtr dpi' "dprtr 
p 


主将 坐标 《pt， eo 了 pr+r) 政 成 (PP， Oi1, "3 Cr) . 由 于 
po _ _ plBJog pi pp; cs -名 (lire ra), 


8B “6P 
Bp -plogp 一 9 
0 
从 而 
TS psn ) 
Di, ,Cr 
_PT Pp Pritrs 
npP’” ?” np 
= |det| pylog {el |,-, prorr, tog | ef 1+7)| 
pilog|sr™], ”3 prirs log | e+) | 
Pl* “Prii-rs 
ts Rew, 
从 而 
WY Com" OaP, ci,r a Pnprisi phtn 
R 
。 二 dP dede, 
< 一 "Rr. 


将 此 与 (5), (8) 二 式 放 在 一 起 , 即 得 
< 2 (Qo) Ri 1 一 于 
fl0, o) ~ tO ) (os) 
定 更 14 Cx(O, 司 与 Ci) 均 可 解析 丰 据 到 半 平 面 Re 全 > 
一 去 中 ,并 它们 仅 在 s 一 1 处 有 单 极点 ,其 留 数 分 别 为 ， 
12 


ta (0O, s) 一 pr， ros Zr = hrpr. 


证 明 根据 定理 Lx(O, 9 =pat (3) 4+ 台 (@(0) -pn 
而 当 W->co 时 ， 


w 


(a0) ~pi =f (0, N) -prN OW). 
从 而 由 $9 的 定理 1， 可知 避 (a(0) -poa 在 Re 人 > 
中 正则 ， 而 5(s) 在 sl 有 单 极点 , 从 而 


reg Cr(O, 8) = pr Te (s) 一 PE 


1 


nn 


最 后 z 
Treg Cx(8)— 全 | reslrx(O, =pr B14 
# 一 工 人 PE 六 (及 ) 3=1 他 


ELCREY 


—pzx|O(K)| 一 PK. 是 
至 此 我 们 把 CxO, 习 和 全 解 析 延 拓 到 Re(s) >I-- 寺 ,为 
了 进一步 延 拓 到 整个 复 平面 上 , 我 们 也 需要 函数 方程 


3.2 《kr(s) 的 函数 方程 

定理 15 

(a) sxt) 一 (qa) “可 以 解析 延 拓 成 整个 复 平 面 上 的 亚 
纯 函 数 ,并且 只 有 s 一 1 是 奇 点 {而且 是 单 极点 , 留 数 为 prha). 

《b) 令 

60) = (ELY TG/2)"T te), 
则 有 郑 数 方程 
D8) =W.G{1—s), 

其 中 作为 (依赖 于 五 的 ) 复 常数 ,并 且 |W] =1. 

证 明 大 意 ”我 们 目前 已 经 具备 有 证 明 此 定理 所 需 的 全 部 知 说 
和 技巧 、 但 是 计算 过 于 复杂 . 所 以 这 里 只 扼要 地 介绍 一 下 主要 有 思 
想 ， 完 整 的 证 衣 可 见 及, Hecke 著名 的 < 代数 数论 讲义 > 一 书 CVor- 
lesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen, 1923 年 )， 
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或 者 BE. Landau 的 省“Binfihrung in die Klementare und 
Analytische Theorie der Algobraischen Zahlen und der 
Ideale” (1918 年 , p. 56~77). 
事实 上 , 对 于 每 个 理想 类 CE OCK), 均 可 给 出 Lx(O, 3) 的 解 
术 延 拓 和 函数 方程 ， 然 后 侣 并 起 来 就 得 到 gz 人 3) 的 结果 .对 于 
<s(O, 9， 首 先 象 定理 8 证 明 前 第 一 步 那样 将 理想 求 和 化 为 元 素 
求 和 : 
tr(0, 中 一 这 ND = 2 VON TY)™ 
a Uw) 
~NW) DB NO 
otmodte) 


Nv H tte ee 


HK=F1 十 + A "(mou Vn) 1 一 了 


人 > I I Coiod te ) 


一 一 oo 和 


nd yy 
eo 十 十 0 人 | 于 

其 中 男 为 更 想 类 < C 中 任意 一 个 整理 想 ， 而 om, …, ow 交加 法 群 
站 的 一 组 基 ， 随 后 象 定 理 8 证 明 第 二 步 那 桩 ,将 modUz 条 件 用 
Dirichlei 单位 定理 加 以 改造 (详情 从 略 )。 再 对 于 上 式 右边 莱 积 
中 的 每 个 因子 , 象 处 理 Ls) 祝 工 (s, x) 时 一 样 借助 于 Gamma 函数 
化 为 积分 , 具体 来 说 , 就 是 使 用 

mw IT (8/2) (vod tt oo) ~ 

二 人 Om tn 9/ 21 dz (EE 让 4) ， 
可 (8) [vo et pod | ~ 
一 | pi1 dé 《Ti 十 1 十 ra), 


于 是 


一 


Ts/ "TT Co 二 Tool 
; YI 
. 生 [wc 个 十 a | 2 


由 A "dtr,trs (tr. br) (tn, 于 二 tr ye- 2 


ente(D 


IEP1) JR 一 一 c 


es 的 一 个 二 次 型 ， 令 
b(Q ,月 = DD em, 


用 高 维 的 Poisson 求 和 公式 可 得 到 
88, FF 1) =0.0(0, 办， | 

共 中 是 一 个 相当 复杂 的 常数 (主要 成 份 是 代数 数 域 上 的 Gausa 
和 ); 多 是 与 龟 相 联系 的 另 一 个 二 次 型 ， 久 和 Q@ 都 是 正定 的 二 次 
型 ， 于 是 印 积 分 公式 将 gf(9) 延 拓 到 整个 复 平面 上 ， 再 利 几 
外, 轨 的 上 述 变 换 公 式 ， 经 过 和 祖 当 完 长 的 计算 ， 即 得 到 定理 中 的 
函数 方程 ， 其 中 常数 你 很 复杂 ， 但 是 可 以 计算 当 它 的 绝对 值 是 
1. | 

利用 函数 方程 我 们 又 可 得 到 《gC9) 的 零点 特性 与 极点 特性 ， 村 
前 面 C(K) 和 工 (s, 分 一 入, 我 们 首先 需要 

引 理 10 Zr 二 多 六 0 (CE RY). 

证 明 ”我 们 已 经 知道 s 一 上 是 5rts) 的 单 极点 、 而 当 ;+ 六 0 时 ， 
证 明 Crtl 十 饥 ) 天 0 刀 乎 与 证 明 《 信 上 + 动 基 0 完全 一 样 ， 只 要 把 
§ 10 中 下 理 5 证 明 中 芍 有 理 农 数 p 均 改 成 六 (PY 即 可 . B 

引 理 1 (ay tx(s) 只 有 sl 为 奇 点 ,并 且 是 留 数 为 prhxr 的 
单 极点 ; 

Cb) 5r(s) 在 s 一 0 为 了 一 rd 十 ra 一 虐 阶 零点 ， 在 8 一 一 2， 一 4 
一 96， … 处 为 ?了 +T 阶 零点 ， 在 3 一 一 二 一 8， 一 5， … 处 为 ys 阶 零 
点 (以 上 均 称 作 是 Sr 人 9] 的 平凡 零点 )， 而 Ex(e) 的 其 他 零点 均 在 区 
域 0< Re < 之 中 ; 并且 关 于 直线 Re(s) 一 1/2 是 对 称 的 . 
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证 明 ”利用 定理 和 中 的 画 数 方程 , Gamma 函数 的 极点 特性 以 
及 引 理 工 即 可 证 得 全 部 结论 ,证 明 与 对 5 人 和 工人 x) 的 作法 完全 
一 样 . 用 

注 记 

(i1) 猜想 对 于 每 个 数 域 下 ，5r(9) 的 非 平 凡 零 点 均 在 直线 
Re(s) 一 1/2 之 上 ， 这 是 通常 Riemann 猫 想 (对 下 =Q@ 的 情形 ) 的 
推广 目前 还 没有 一 个 数 域 (甚至 @) 能 够 解 天 这 个 猜想 . 

(2) 关于 zs) 人 们 还 有 许多 猜想 ， 其 中 著名 的 Ariin 猜想 
是 说 . 如 果 数 域 是 数 域 厂 的 子 域 , 则 zz(s) /re) 是 整个 复 平 面 
上 的 全 纯 孙 数 ， 根据 引 理 2, Lr(3) 各 Lx 人 3) 的 单 极 点 8 一 1 相互 抵 
消 ， 因 下 Artin 猜想 相当 于 说 ;rs) 的 每 个 零点 均 是 zs) 的 堆 
点 ， 渡 且 前 者 的 阶 数 不 超过 后 者 的 阶 数 ， 从 引 理 又 可 看 到 ， 对 
于 平凡 零点 这 个 结论 是 对 的 ( 换 句 话说 , 域 五 的 "> 和 rs 分 别 不 超 
过 域 王 的 > 和 Ya， 从 了 和 Ya 的 定义 很 容易 证 出 这 一 点 ( 习 题 )). 
问题 在 于 : 对 于 bz(s) 和 Lx(3) 在 带 状 区 域 0<<Rels) <1L 中 的 那些 
神秘 的 非 平凡 零点 ， 是 否 也 有 同样 的 结论 ? 我 们 在 本 书 最 后 一 章 
中 要 证 明 , 当 工 和 均 是 Abel 数 域 的 时 候 ( 工 二 下 ), Artin 猜想 
是 对 的 .1946 年 , Brauer 利用 有 限 群 表示 理论 证 明了 : 如 果 /KK 
是 数 域 的 Galois 扩张 , 则 Artin 猜想 是 对 的 、 对 于 一 般 情 形 至 今 
仍 未 解决 . 

(3) 我 们 在 $ 10 中 计算 出 5 纹 和 五 (8 从 在 3 一 0 一 1, 一 2,… 
处 的 值 . 当 五 为 hel 数 域 时 , 我 们 在 第 六 童 要 给 出 Lx(s) 在 s= 
0， 一 1， 一 2, … 处 的 值 ， 对 于 任意 的 代数 数 域 ,近来 人 们 有 许 
多 奇妙 的 猜想 ， 将 srt nn 一 0， 一 4， 一 2,… 与 某 些微 分 流 形 的 
不 变量 联系 起 来 ,或 者 与 代数 天- 理论 中 的 某 些 下 - 群 玉 , (Or) 的 
结构 发 生 关 系 . 这 些 猜 想 是 代数 数论 与 微分 几何 ,调和 分 析 , 代数 
开 何 , 由 等 函数 理论 等 许多 学 科 相 互 交 织 的 产物 , 在 当前 是 一 个 很 
活 厂 的 领域 .对 于 全 实 的 数 域 玉 ( 即 [下 @]), 日 本 年 丕 而 早 
逝 的 数学 家 新 谷 (Shintani) 于 1978 年 给 出 了 计算 Lx(w) (n=0， 
一 4， 一 2,…) 的 一 个 初等 的 公式 、 但 是 对 于 一 般 的 数 域 -及 ,关于 


‘一 176— 


Sa 人 s) 取 值 方面 的 研究 还 有 许多 空白 . 
(由 至 于 gxC9) 在 正 整数 处 的 了 芭 值 ， 最 值得 注意 的 是 Ex(s) 在 
s 一 1 的 留 数 与 域 K 的 类 数 hx 相 联 系 ，resga(e) 一 pzht， 这 就 表 


明 对 Lx(s) 的 解析 性 质 的 研究 会 给 出 类 数 问 题 的 结果 . 目前 研究 
最 为 透彻 的 是 Abel 数 域 的 情形 . 是 由 Hasse 和 他 的 学 生 Leopoldt 
于 本 世纪 四 十 年 代 全 六 十 年 代 作 出 的 . 其 中 最 基本 结果 是 Hasse 
对 于 Abel 数 域 的 类 数 解 析 公式 ， 这 是 我 们 在 第 六 章 中 要 介绍 的 
主题 ， 


习 囊 


本 设 上 /KK 是 数 域 的 扩张 ， 求 证 #(Z) 六 7( 开 )，wa( 工 )ro( 开 )， 其 中 r(CZ) 
和 ”at72 分 别 表示 数 城 也 的 不 变量 * 一 和 十 ra 一 上 和 了 2。 
2 对 于 数 域 下 中 每 个 整理 想 mw 定义 
gg 一 | (Or/a)*], 
GCA) 一 I NB)™ 《其 中 鬼 过 a 的 整理 想 因子 》， 


dm 中 一 a 分 解 成 mm 个 整理 想 之 积 的 方法 数 
《因子 次 序 不 局 看 作 是 不 同 的 分 解 )， 


1 > A= Or; 
ro-| (一 1)"， 潜 0 为 r+ 个 不 同 素 理想 之 乘积 ; 
0， 否则 . 
求证 : 
Ca) > LA NO = 一世 es) 之 dn CoN Ca) tr(s)™", 
人 4 nANC Ltrs) te — mm), 
SoDNG=tr(s—1)/tx(s); 
L(YB) _ pla) 
(hb) pa pW) = Na), 它 Ta 
3, 对 于 数 域 Eg 中 每 个 整理 想 定义 
4z(O={ 2 wb) 如 果 4==p”, 四 着 和 为 素 理想 ; 
0, 否则 . 
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来 证 当 Re(s)> 工 时 
D ArNCO ts)/trls), 


其 中 弥 素 才 函数 Lx(s) 的 导 函 数 ， 特 别 对 于 通常 的 Nongoldt 函数 
4Cn), 我 人 有 写 A 一)/5(s) (Res)>1). 
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第 五 章 密度 问题 


这 一 章 里 我 们 准备 研究 这 样 的 问题 ， 在 每 个 数 域 五 中 , 范 不 
超过 z 的 素 理 想 (或 者 更 一 般 地 ， 具 有 某 种 性 质 的 素 理 想 ) 有 多 少 
个 ? 对 于 到 =@ 的 情形 ,这 就 是 古典 数论 里 的 素数 问题 、 我 们 在 
本 书 引 言 中 己 经 简略 地 谈 到 素数 问题 的 历史 ， 如 果 我 们 定义 数论 


1， 车 为 素数 
/9- {0 否则 
那 末 它 的 部 分 和 


TD) = fm — 


恰好 是 不 超过 w 的 素数 欧 个 数 ， 公 元 前 三 世纪 欧 儿 里 德 证 明了 素 
数 有 无 限 多 个 ， 这 可 以 表示 成 Tm(w) -> 二 cof 当 wz-~> 十 oo) 时 后 
来 , 采用 古典 的 Eratosthenes 第 法 证 明了 


lim “~ (2) -- 


TS 多 


由 于 不 超过 = 的 殖 数 共有 [四 个 , 因此 这 个 结果 意味 着 素数 在 整数 
中 是 稀 玖 的 ， 这 就 涉及 到 素数 的 密度 问题 干 八 至 十 九 志 纪 ， 
Legendre 和 Gauss 等 人 基于 大 量 的 计算 结果 ( 手 算 ()， 猜 想 
lim Tv) /(w/logw) 一 1( 这 里 10g z 和 在 本 书 中 其 他 地 方 一 料 , 均 指 
是 自然 对 数 ) ,在 Riemsnn 和 Diriehlet 引入 解析 工具 之 后 , 运用 
相当 诬 刻 的 整 函数 型 论 , 两 个 法 国 数学 家 J. Hadamard 和 0O.J. de 
la Vallée Poussin 于 1896 年 各 自 独 立地 证 明了 素数 定理 ， 即 
lim x (w)/ 《wz/log o 一 1，1949 年 , 又 有 了 责 个 数学 家 A. Selberg 和 


P. Erdis 独立 地 给 出 素数 定理 的 初等 证 明 ( 即 不 用 复 恋 函数 理论 
的 证 明 ). 
另 一 方面 ， 为 了 研究 狂 术 级 数 中 的 素数 分 布 ，Diriohiei 发 


了 我 们 在 前 章 中 介绍 的 五 函数 卫 避 必 , 采 用 上 面 的 解析 方法 , 平 
行 地 证 明了 算术 级 数 中 的 素数 定理 ; 令 w(zwi1, 站 一 之 1( 其 中 


多 三 Ra 有 
@ 及 -TD, 则 lim 亚 人 已 1082 -1/z( 机 。 同样 地 , 1920 年 德 
国 数学 家 Landau 利用 Dedekind zets 函数 Lx(3) 种 同样 的 解析 
手段 ， 证 明了 代数 数 域 中 的 素 理想 定理 ， 对 于 每 个 数 域 扩 ， 令 
mx(o)~ 习 二 即 KK 中 范 不 超过 = 的 素 理想 个 数 , 则 
-nt 

我 们 在 本 章 中 首先 给 大 家 介绍 年 青 数学 家 D. Zagier 于 1982 
年 访 华 期 间 所 介绍 的 关于 素数 定理 的 一 个 简单 证 明 ， 然 后 我 们 说 
明 这 个 办 法 也 可 以 证 明 算术 级 数 中 的 素数 定理 和 素 理 想 定 再， 这 
是 812 的 内 容 . 在 8 18 中 我 们 要 介绍 具有 某 种 性 质 的 素 理 想 的 
密度 定理 ,并 且 应 用 它 米 研究 多 项 式 在 有 限 域 中 的 分 解 特性 . 


§ 1 素数 定理 和 素 理 想 定理 


1,1 素数 定理 
如 上 所 述 , 令 
车 wm 为 素数 ， 


7 F 
0， 和 天 则 . 

“() = 导 f (0) 一 加 

根据 Diriohlet 级 数 的 一 般 理论 ,w (2) 的 大 小 应 当 与 D- 级 数 
| 3 fn) “一 Pp? 

有 直接 关系 . 址 由 的 是 ， 这 个 品级 数 不 能 象 许多 数论 遂 数 的 D- 级 
数 那样 可 以 用 zs) 等 熟知 的 函数 直接 表达 出 来 ， 所 以 作为 第 一 步 ， 
我 们 要 将 对 x (2) 的 研究 归结 于 另 一 个 数论 函数 的 研究 , 使 得 后 者 


的 DD- 级 数 是 熟知 的 . 这 个 新 的 数论 函数 就 是 我 们 已 经 介绍 过 的 
Von 四 angoldi 函数 ， 
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An) sl 车 n=V' ,7 之 1, 2 为 素数 ; 
| 0， 理 则 . 


当 Re 全 > 工时 ， 由 于 攻 的 = 一 忆 lgww 和 公式 如 4() = 
logm(§ 9 习题 2), 从 而 在 数论 函数 环 中 , tdCn }*{t 一 [log 吕 . 因 
此 CG) = 一 L(s) 加 4(m)n"*， 从 而 作为 复 变 函数 , 我们 有 


和 过 下 3 4(omr (Rels)>1). 
又 令 由 (ww) 一 之 4 四 是 函数 ee 则 当 BRe(s) >1 时 
| Od -| p20 一 4 六 吕 +I 


rat 


=$ 1 py A nm, 
#1 


从 而 我 们 得 到 


$s :| es 二 《Re(e) >1), (1) 
而 下 面 引 理 将 素数 定理 归结 为 对 出 (z) 的 估计 . 

引 理 如 果 lm 业 人 一 1, 则 im 人 HO82 一 1， 

证 明 ”首先 我 们 有 


bo) = 加 AD) = 


(2) 
从 而 im 严 人 108& >Tim 由 (91. 另 一 方面 ,对 于 每 个 0<a<1 
和 >>1, 均 有 
由 (xz) > 2 Jog p> {wm) — wm 2") og (wm) 
om {re) — rt") log x, 
从 而 ERS (zlog w 1 1 A i wlogs _1 
Vo Ed 


0 i 修 %" 


邻 o>1, 于 是 ifm sles < 两 者 合并 即 得 到 
Po 六 
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lim OO | 


注 记 由 lim Tloge 1 也 可 以 推出 lim LA 不 过 
今后 我 们 不 需要 这 一 事实 . 
引 理工 将 问题 化 为 证 明 lim 业 () -T， 现 在 再 作 进一步 的 转 


化 . : 
引 理 2 车 | 由 的 dt 收 售 , 则 lim 于 一 1 


证 明 用 反 证 法 .如 果 上 加 不 以 1 为 极限 ， 则 或 者 存在 


?> 工 和 序列 wx 一 十 ceo， 使 得 由 (zw) 之 cz,lw 一 1, 2,…) 或 者 存在 
93<co< or> 二 co， 使 得 出 (zw seo 人 = 2 …)，。 对 于 第 一 种 
情形 , 由 于 山 (e) 为 递增 函数 , 从 而 


> St di= (0—1) —log o>0 
eh 
这 就 与 | 岂 区 二 ds 收敛 相 章 盾 ， 类 似 地 ,对 于 第 二 种 情形 ， 
di et di=1—orlogo<0 
_ (n=1, 2, ws 
又 与 上 的 二 二 政 二 天 庄 量 
于 是 问题 又 化 为 证 明 | - 几 电 于 于 收敛 ,为 了 证 明 这 一 


点 , 我们 需要 如 下 最 关键 的 引 理 ， 
分 析 引 理 假设 (9 为 实 变 函 数 ,并 卫 
(a) 当 il 时 ,|f D1 SM 


(b) 8 =| 汪 各 - as(Re(s) >0) 可 以 解析 延 本 成 Re >0 
上 的 正则 本 数 gi)， 则 积分 79as 收敛 并 且 等 于 g(0). 
证 明 对 于 w>1, 定义 gl) 一下 了 Dt"d#, 我 们 只 要 证 明 当 


-一 4188 一. 


Zoo 时 , gs(0) 一 >g (0) 即 可 . 

由 于 gs(8) 是 整个 复 平 面 上 的 全 纯 函 数 ， 而 9(s) 在 Re(s) 之 0 
中 正则 ， 从 而 对 每 个 点 8s 二，9(s) 痢 在 :一 如 的 某 个 小 邻 域 中 正 
ee 的 >0， 存 在 某 个 充分 小 的 有 >0,， 使 得 


二 (ge 人 -9 的 ) 在 图 (一 ) 所 示 的 力道 O 中 只 有 一 0 可 能 为 极点 . 
了 是 由 Canohy 积分 定理 我 们 有 
oO 一 9(0)- 本 | 9) -go ts 


-二 (| Ce —g 60) ds 


+| mm ds 
-| om 二 5 i ds) 


1 
-+II~ID), 


图 (三 ) 图 (四 》 
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其 中 积分 曲线 Os, Ca 和 Cs 分 别 如 图 (二 )、( 三 )、( 四 ) 所 示 ， 

对 于 JII 在 Cu 的 两 段 孤 上 ，]z] < 三 和 下 |<< 呈 而 
ig(s) | 是 有 界 的 ， 假 设 1g(s) | << 本， 则 在 这 两 段 弧 上 被 积 西 数 的 
绝对 值 <<2 吞 ， 而 弛 长 为 Besin 名 ~h( 当 Wi/BR-*0 时 )， 从 而 这 两 


eg CC/ 本， 于 是 若 取 充 分 小 的 关 和 充分 大 的 
， 可 使 两 段 驱 上 的 积分 任意 小 ， 另 一 方面 ， 在 Ca 的 直线 段 PQ 


上 ,Re 人 一, 于 是 50 se | 9) (+ 可 


hn_R| 8 
dt Rk 
wlds|<Ney- | Ne Eo 。 本 (对 于 某 常数 


入 )， 从 而 在 取 定 及 五 之 后 而 使 z->oo 时 ,可 使 1II| 任意 小 . 
对 于 I 在 Or 上 当 o= Re(s)>0 时 , gG) =9(9), |z| = 


or| | 计 畏 -|= 各 ， 由 假设 条 件 |f 扩 |< 必 /4 从 而 
| yeks) —9(8)| = ade) Frm ge, 
轴 此 “| 党国 -gO) <. 


取 极 限 可 知 这 对 s= 士 4 召 也 对 . 
对 于 II 在 0, 上 , 当 o=Re(s)< 达 0 时， lz*| =27, [ga C5) | = 


上 二 和 和 ul<[ < 从 而 


有 
Hl<| 苦 人 dl- 全 区 0 YR 加 ) 
这 就 证 明了 分 析 引 理 ， 里 
现在 为 了 证 明 | 业 加 ~ 于 收敛 ， 我 们 在 分 析 引 理 中 取 
j 的 一 岂 引 =， 则 分 析 引 理 中 的 条 件 (a) 相 当 于 
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二 


y 的 一 0 的 ( 当 二 1 时 ). (9 
而 条 件 (b) 相当 于 要 求 g (一 | - 攻 4 可 解析 延 拓 成 Re(s) >0 


上 的 正则 函数 .但 是 由 了 D 式 知 当 Kets)>>0 时 


下 (0: df stl) _1 
9(8) = 加 用: 人 上 ts+1 st+1i Cls+1) 8° 


根据 (39) 的 性 质 ， 上 式 右边 在 Re(s) 之 0 内 内 可 能 在 8=0 处 有 极 
点 . 但 是 在 s 一 0 处 ， 


1 Est1) 本 有 ey 
+L Ct ~-(Iog) ns 
从 而 在 * 一 0 处 也 无 家 虚 ， 因 此 条 件 (b) 是 成 立 的 ， 所 以 只 策 青 证 
上 而 的 (*) 式 成 立 ， 就 由 分 析 引 理 推 得 | 了 Gdi= 矿业 的- 
收敛， 从 而 也 就 证 明了 素数 定理 。 注意 (*) 式 沙 (D -0( 比 我 们 
要 证 的 由 护 4(8-> 十 co 时 ) 约 很 多 ， 所 以 可 以 用 很 初等 的 方法 证 
明 它 ， 

引 理 3 当 z>+oo 时 ,光一 0(0). 

证 明 ”我们 有 


2% 
MT 2) Tn) oo I A ) 人 十 1)*= 洛 ， 


Lm 


TR) ow (FR) < 
2 


， 但 是 易 知 a 内 而 
Ss Do (0+) — ko (0) gr (Dt1) 十 无 (or (pt — gr (2*)) 
pe i 
在 上 式 中 取 “7 一 0 1，2,，…, 也 然后 相 加 , 即 得 到 
ee 3(1 十 2 十 2 十 … 十 2) <3.2131 
即 ww(2:+1) 一 对 于 任意 的 2 这 2, 令 << 之 2 让, 则 


ET 
Hn SF 6x Es 
A WY) LA (DI) Fe re (log 64) /log 7, 


再 由 引 理工 证 明 中 前 (2 式 即 得 到 出 (z) < (log 64)z. 
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至 此 我 们 就 完全 地 证 明了 素数 定理 . 


1.2 算术 级 数 中 的 素数 定理 

Dirichlet 发 明 卫 函数 是 为 了 证 明 如 下 的 算术 级 数 中 的 素数 
定理 . 

定理 1 设 吕 太一 二 > 入 克 有 一 之 1 则 当 w> 


P= pe x) 


十 wm 时 ,ww 加 ,站 ~ Iogz- 换 句 话说 ,对 于 固定 的 正 整数 玫 


全 体 素 数 平均 分 布 在 p( 拉 个 算术 级 数 ?二 KZ 机 一 二 之 中 ， 特 
别 地 , 对 于 包 人 = 二 每 个 算术 级 数 hw-+ ?w= 一 4,2, …) 均 包含 无 
限 多 个 素数 . | 

证 明 ”我 们 仍 采 用 上 述 方法 ， 令 

由 ED= PD AW), ple, 2 = DA), 


(Od K) 
其 中 x 为 模 厂 的 DD- 特征 .由 特征 正 交 关 系 可 知 
中 (wh, D)— 7 3 XDL, x). 
(x 过 模 大 全 部 DD- 特征). 
与 “的 情形 一 样 地 可 以 证 得 


-卫生 - 习 40xcow， (CReG)>1 时 )， 
认 曾 可 凡生 机 上 小 池 抽 (网 


1 sn G0 wb, h, DN 
Pt) 20 Ls, 兴 | (Re(s >1) 
(D), 


与 引 理 1 和 引 理 2 完 全 一 样 地 可 以 证 明 ， 
引 理 陡 各 果 Hm 业 Go 有 D2( 如 1, 出 定 理 2 成 立 上 


引 理 作 车 上 vy, Ek, OW dt 收敛 ， 则 


lim vw (2, k, » P(E) 一 二 中 


me 


”一 488 一 


又 由 引 理 3 直接 推出 
引 理 3 (x, bk, D) ~0(w) (w+ 时) z 
于 是 在 分 析 引 理 中 取 了 6 一 了 C 由 已 于 由 引 理 8' 可 
知 分 析 引 理 中 的 条 件 a) 成立 ， 另 一 方面 , 当 Re(s) >0 人 页 , 由 人 


式 得 到 : 
Oe he | 


Llsti,x) _1 
5 2 0 Li(isii, x) 3 


我 们 在 前 童 中 已 经 证 明了 工 (3, ) 在 Re(s) 之 1 中 没有 零点 ,， 并且 
只 在 X 一 xo 财 有 一 个 一 阶 极 点 s 一 1， 设 其 留 数 为 4, 于 是 上 式 右 
边 在 Re(s) 之 0 中 的 奇 性 只 可 能 于 s 一 0 处 ， 可 是 当 s 一 0 时 ， 


机 PC 
0 De 本 (10g $) nr 


从 而 yg@) 可 解析 延 拓 成 Re(s) 之 0 上 的 正则 国 数 ， 于 是 条 件 人 b) 也 
成 立 。 因 此 由 分 析 引 理 推 出 积分 
可 “ht, k, 有 力克) 一世 
| dt . 


收 贫 ， 再 由 引 理 寺 和 引 理 2 即 证 得 定理 2. 


1.3 案 理 想 定 理 

素 理想 定理 是 素数 定理 的 平行 推广 , 是 由 Landau 于 1920 年 
证 明 的 . 设 五 是 数 域 , 令 

rx(%) 一 对 1 @ 过 Ore 中 率直 过 = 的 所 有 素 理 起 )、 


x co 


证 明 我 们 仍 沿用 上 述 方 法 ， 对 于 Or 中 每 个 非 零 整理 想 a, 


所 人 如 果 a 一 p,m 


省 则 ， 


ya(z) 一 se Ag(0) 一 Arn) ， k(n)— 2 Ar(o), 
则 当 Rels) >1 时 ,log C7(s) 一 一 log lL (1 一 让) 从 而 


4 OE ,NOW) "log N(p) . a 
-Np) p31 log N (p) 


= 且 Ar(ONO "=A, 
于 是 又 可 如 前 一 样 证 得 
eg>D 
引 理 1” 车 lm 由 的 一世 则 1imn Tl 
证 明 与 引 理 1 的 证 明 一 样 , 由 于 


log ny 一 2 7 
hr) ,rN e NM) 一 mx 人 10g2， (2) 


可 知 Him “(90 名 >>lim 由 EC) 一 T， 另 一 方面 , 对 于 0<a<l， 
我 们 有 


和)j> .Blog N (PD) > {rr(®) -mr(eDJog(o) 


Pomrr ®t) ogo — oanme logr, n=[K:Q]l. 
(这 里 我 们 利用 了 rz) 一 ， 训 1< 施放 1<n"1<n.) 


从 而 
Hi 亚 四 20g2< 寺 lim $e lim lope 1 
化 G5“ 


oo 帮 SS PE 06 
今 o*1 即 得 Ia ga 两 者 合并 即 得 lim (2) 08 
-1 有 
引 理 2” 若 | 上 坚 包 二 dt 收 伊 , 则 lim 了 加 -1 
引 理 8” 当 w > 十 oo 时 ,yx() 一 0(@). 
证 明 因为 msGo)<nor(o <molog 64. ocz， 再 由 (2)“ 式 即 


现在 于 分 析 引 理 中 到 f(D = - 旦 地 二 .由 引 理 8” 知 条 件 人 
成 立 、 而 由 (1D)“ 式 知 
加 -au rh) qe— | 


4 st 


1 gx-i1) 1 


+I Cra{s+1) El 
我 们 在 上 节 中 已 经 证 明了 《x(s) 在 Res) 之 1 中 无 零点 , 并且 只 有 
s 一 1 为 单 极点 。 由 此 可 知 上 式 右边 在 Re(s) 之 0 上 无 奇 点 ， 于 是 
9 人) 可 解析 延 拓 到 Re(s) >0. 于 是 条 件 (b) 也 成 立 . 由 分 析 引 理 知 
[Ff 一旦 加 忆 6i 收 化 ,再 由 引 理 17 和 引 更 2 即 证 得 素 
理想 定理 午 


§2 密度 定理 及 其 应 用 


2.1 Dirichlet 密度 

我 们 现在 讨论 数 域 KE 中 具有 各 种 分 解 特性 的 素 理想 的 密度 
问题 .我 们 也 同时 展示 解析 方法 在 研究 素 理 想 分 解 问题 中 所 起 的 
作用 .为 此 ， 我 们 需要 引进 新 的 密度 概念 ， 让 我 们 从 一 个 简单 的 
饮 子 一 一 算术 级 数 中 的 素数 定理 谈 起 . 

设 (&, 站 一 1， 如 前 面 一 样 ,以 x (wx, x， 中 表示 算术 级 数 kt7 
RR A i pk 


rls, Ek, ~ SE 人 一 (p> 十 co 时 )， 特 别 地 ， 每 个 这 祥 的 算 


术 级 数 中 均 有 无 限 多 个 素数 ， 如 果 我 们 只 想 证 明 后 面 这 一 多 话 ， 
则 有 如 下 更 为 简单 的 方法 . 
对 于 每 个 模 上 的 D- 特 征 x, 当 Re(s) 之 1 时 


log L(s, x) -Zlog (L—x (D9) 一 导 忆 ae p- 
~ Pp), 


其 中 gx(0 一 书 台 如 pm， 易 知 gu) 在 Re(3)>1/2 中 收 
敏 、 特 别 地 , 9;(s) 在 一 1 处 连续 ， 另 一 方面 ， 

3 -a 
Wa -ph 7 Xx(P)D 


P= modn) 

= E78 Ls ~ 77 DAD gC). 
如 采 % 呈 xo, 则 Lts, 名 在 s 一 1 处 正则 ， 而 log 荆 (s, x0) ~log (9) 
~ 一 og 一 必 ( 当 s31! 了 时 )， 此外， 二 于 习 ZGgcG) 在 gs 处 
正则 .于 是 z 
CD tH). 


由 此 式 可 知 ， 左 边 在 s>1* 时 应 当 趋 于 -roo, 因此 对 于 每 个 4 
(5 如 一 1 算术 级 数 br 十 1(wE 世 ) 中 必 存 在 元 穷 多 个 素数 . 

在 这 个 证 明 过 程 的 户 示 下 , 我们 现在 给 出 

定义 1 设 五 是 代数 数 域 ，44 是 五 的 一 个 素 理想 集合 . 如 
果 Tm 总 Ab) /一 log《s 一 1 存在， 则 称 此 极限 为 素 理 想 集合 


上 4 的 Dirichlet 密度 (简称 作 DD- 密 度 ), 并 且 记 为 5(4). 

于 是 , 从 上 面 定义 前 面 的 证 明 过 程 可 知 , 当 Q@ 太一 1 时 ,对 于 
算术 级 数 ! KE 中 的 素数 集合 , 其 D- 密 度 为 1/g (8)， 不 难看 出 ， 
5(4) 有 如 下 一 些 简单 性 质 : 设 4 和 4 为 某 数 域 区 的 两 个 素 理想 
集合 ， 则 

(A) 如 果 4E4, 而 3(4) 和 3(47) 均 存在 , 则 

5(4) -<8(A). 

(B) 如 果 5(4) 存 在 , 则 0<5(C4) < 二 

《9) 如 果 4 站 4 一 名 而 56(4) 和 5(4) 均 存在 , 则 5C4U 4A’) 
也 存在 ,并 且 5C(4U A485(4) 二 8(4). 

(D) 若 14|<-+oo, 则 504) 一 0 (〈 换 句 话 说 ， 若 38(4) >0， 
由 4 是 无 限 集合 ). 

下 面 的 引 理 表明 ， 我 们 前 面 证 明 的 素数 定理 和 素 理 想 定 理 比 

一 1] 中 一 


关于 D- 窗 度 方面 的 结果 要 强 . 
引 理 和 4 设 女 是 数 域 玉 的 一 个 崇 理 想 集合 , 令 
wz, A)= 1, 
ND 
如 果 lim 亚 (2 人 8 名 OQ,, 册 8(4) 存 在 并 且 等 于 04 
证 明 我们 要 证 A (Pp) = Calog(s—1)+Otlog(s— 1)) 
(s>1* 时 )， 这 内 需 证 明 ， 对 于 每 个 >>0 均 有 如一 用 (8) 使 得 当 
s 与 工 充分 接近 时 均 有 有 
| BB 了-+OslogG-1D1<shoge-D1 由 
NP) 
即 可 .为 证 此 ,我 们 取 型, 使 得 zx> 亚 时 
Iw (Cw, A) — Oaw/log «| < er/log %, 


则 
号 ro Detd) HD TtD 
< (2) | 

令 7) N= Er, 四 -mb A 

i 


人 一 m/log ne — es A 


? i 


ES 


a mlogn 
由 (台式 可 知 | 了 (8) ~- 040 G3)]<eU(s). 因此 , 为 证 (DD) 式 , 只 需 
再 证 


D+ Gx) (3) 


即 可 ， 当 i<s<2, st<2 时 ， 

2 / oo 于 要 1 

| (Bn )a:— 3 (ser ee Tis) 
we pj +0(D) 
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(交换 | 和 于是 由 于 一 至 收敛 性 )， 另 一 方面 


FS fe 
-| - 2 0(1) = -10g (3s~1)+0O({D). 


将 以 上 两 式 放 在 一 起 即 为 (3) 式 , 从 而 也 就 证 明了 引 理 . | 

由 此 引 理 我 们 知道 , 全 体 素数 所 成 集合 的 DD- 密度 为 1。 更 一 
般 地 ， 对 于 每 个 数 域 ,KK 中 全 体 素 理想 所 成 集合 的 D- 密 度 
是 1. 


2.2 索 理 想 的 分 裂 和 多 项 式 的 分 型 
现在 我 们 给 出 订 算 5C4) 的 新 的 便 子 ， 
定理 3 设 L/K 是 数 域 的 匣 罗 华 扩张 , mn 一 [LL:K]. 令 A= 
{K 中 素 理 想 p]p 在 工 中 完全 分 裂 }， 则 5C4) =1/n， 
证 明 关 s>T1 时 
log &z(s) -会 Nya(F) + Ol) 
一 这 会 Na FR) +O() (1) 
由 于 只 有 有 限 个 pb 在 工 中 分 歧 ， Es 854) 的 计算 ， 人 
而 将 它们 排除 之 后 ,我 们 有 P= 息 … 和 第，gf 一 wn， 当 ff 之 2 时 ， 
Noa (PB) Nr db) sarae 人 ha (1D 式 右边 对 应 于 了 2 
的 那些 项 在 * 关 1 时 一 致 收 伍 ， 而 应 了 = 工 ( 即 pE (时 ,中 有 更 个 
因子 第 ,和 za 人 第 ) 一 gya (ph) 因此 
log Cr{8) 一 之 > Nisa ($B) + O(1) 
= > Nxria (Pp) + Oh). 
男 一 方面 ,log 5&4 C3) 一 .log Gs 一 1) 二 00D Cs->1+)， 于 是 
BN) logt()+O0) 1 


lim 了 一 一 一 


0 TO wm 


We 
如 5C4) 1 | 
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如 果 也/ 天 不 是 捧 罗 华 扩张 ,我 们 有 

系 1 设 五 / 素 是 数 域 的 扩张 ， 六 是 工 在 玉 上 的 正规 闭 包 ， 
令 4 一 { 五 中 素 理 想 pjb 在 研 中 完全 分 裂 }、 则 

5(4) =1/[N:E]. 

证 明 今 4'={KK 中 业 理 想 pib 在 入 中 完全 分 裂 }、 有 由 于 
CCLEN, 可 知 对 每 个 oE€ 一 GallN/K) 均 有 KCo(DEN. 
现 设 pbE4, 令 轩 为 六 中 素 理 想 , 呆 |p， 由 于 PP 在 荆 中 完全 分 裂 , 
从 而 关于 第 的 分 解 域 玉 bp 汪 5( 为 什么 ?)， 同 样 地 ,对 于 每 个 0 
G,p 在 o( 蕊 中 也 是 完全 分 裂 的 (为 什么 ?), 因 此 玉 p 刁 eo( 如 .于 
是 妨 Ks 忆 Jo( 思 一 7， 从 而 及。 一 本 ， 这 表明 b 在 思 中 完 
全 分 裂 ， 即 PEA'， 反之, 车 pE 4A', 即 p 在 六 中 完全 人 分裂， 从 
而 在 歼 中 显然 也 完全 分 裂 ， 因此 PE 4， 这 就 表明 4 二 A4'. 然后 
由 定理 4 即 知 5C4)=5(4”)=1/[N:K]. 四 

定义 2 设 4 和 4 是 数 域 玉 中 两 个 素 理 想 集 合 ， 定 义 

AAA’'~ (A4—A)U(A'— A) 

(其 中 4-4' 一 {plpE4,p 生 4). 
ek 我 们 便 称 4 和 4 几乎 扯 等， 并 且 表 示 成 
4 三 和 4、 特别 车 4 和 4 只 相差 一 个 有 限 集合 时 ( 即 14 和 4 
之 +oo 时 ), 则 4 上 4 

系 2CBrauer) 设 了 Ta 瑟 ， 了 as/ 下 均 为 数 域 移居 罗 华 扩张 ， 
令 一 {K 中 这 理想 pp 在 五 中 完全 分 裂 }y， 5 一 JL，2.、， 如 果 
Bi 8S,, 则 Li= 工 

证 明 令 L=LiLs, = {KE 中 素 理 想 pjb 在 荆 中 完全 分 
裂 }， 则 上/ 玉 也 是 仙 罗 华 扩 张 ， 并 且 我 们 在 第 二 章 中 证 明了 : p 
在 荆 中 完全 分 裂 今 tp 在 和 ;中 均 完 全 分 裂 ， 换 和 句 话说 , S= 
SiN Ss， 粮 据 定理 4,5(6) =1/[L:K], 68(8;)=1/[L:KK]. 由 
于 六 二 5,， 从 而 SS 上 8. 一 1, 2). 于 是 [LD:K]=1/8(8) 一 
W555) 一 [Li:KK]， 但 是 CL， 内 此 世 = 上 (b=1，2)， 于 是 
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Li = L:. 有 

注 记 定理 4 表明 , 如 果 了 本 /天 是 数 域 的 钻 罗 华 扩张 , 则 乓 中 
存在 相当 多 CD- 密度 为 1/ [也 : 天 ]) 的 束 理 想 p 在 了 中 完全 分 型 . 
而 系 2 表明 ， 这 些 完全 分 裂 的 素 理 想 给 成 的 集合 也 完全 决定 了 侨 
罗 华 扩 域 工 . | 

现在 我 们 将 定理 4 及 其 系 用 于 有 限 域 上 多 项 式 的 因 于 分 解 问 
题 ， 设 L/K 是 数 域 的 扩张 ， 卫 一 开 人 及，2EOm f(z) EQOr[z] 是 
9 在 必 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 f(%) 是 不 可 约 的 首 1 多项式 ， 并 且 
deg f(z) 一 mn 一 [L: 太 1] 我们 在 第 二 章 中 看 到 , 除了 有 限 多 个 可 能 
之 外 ， 对 于 中 每 个 在 工 中 不 分 歧 的 素 理 想 p，pO5 在 Cr 中 的 


分 解 型 式 ( 即 p05 一:… 囊 的 参数 g 和 f. 二 (Bip) (1<i<9)， 


局 Am ) 与 多 项 式 了 (o) 在 有 限 域 Ox/p 上 的 分 解 型 式 是 一 样 的 . 
二 是 由 定理 4 中 关于 的 完 人 分裂 性 结果 可 以 推 得 / (2) (mod p) 
的 完全 分 裂 结果 .为 简单 起 匈 我 们 只 考虑 玉 一 Q 的 情形 . 虽然 
对 于 一 般 情形 其 结果 也 是 对 的 . 

定义 3 设 /(w) EZ[q] 是 之 上 的 首 1 厅 可 约 w 次 多 项 式 , p 
为 素数 如 果 让 (在 了 元 域 z/pz 上 分 解 成 w% 个 不 同 的 一 次 因 
子 之 积 (这 相当 于 说 f(z) 在 Z/pzZ 中 有 个 不 同 的 根 ), 则 称 f(z) 
对 于 模 了 是 完全 分 裂 的 。 令 8(/) 一 {素数 P|f(w) 对 模 p 完 全 分 
列 }. 

令 9EC 为 了 (0 的 一 个 根 ， 玉 一 Q(0)、 如 果 下 /但 是 仙 罗 
华 .Abel 或 者 循环 扩张 ， 则 f(z) 也 分 别 叫 作 是 正规 , Abel 或 者 条 
环 多 项 式 . 

根据 上 述 素 理想 分 解 型 式 和 多 项 式 型 式 之 间 的 关系 ,由 定 
理 和 立即 推出 ; 

系 3 设 /(o)，9(z)EZ[a] 均 是 首 T 不 可 约 正规 多 项 式 ， 


w BEC 分 别 是 jG) 和 9(o) 的 根 ， 如 果 SP Sg), 则 


deg f 一 deg9， 
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并 且 @@(o = 外 [9). 和 

注 记 系 3 中 关于 了 和 9 均 为 “正规 ”多项式 这 一 假定 是 不 可 
去 掉 的 ， 表 ronecjker 最 时 研究 这 一 问题 、Glasgsmann 于 1926 年 
证 明 存 在 两 个 180 次 (1) 的 不 可 约 多 项 式 了 和 9 除了 有 限 多 个 素 
数 之 外 对 于 每 个 素数 p，f (2) 和 g(w) 模 pp 均 有 相同 的 分 解 型 式 . 
但 是 对 了 (2) 的 每 个 根 aEC 和 yg(w) 的 每 个 根 8EC, 均 有 仿 (0) 地 
Q(B8)、I970 年 工 Gerst 给 出 更 简单 的 例子 f (2) 一 2 一 8,2 和 
9(0) 一 加 一 97 具有 上 述 性质 . 

从 系 1 立 刻 推 得， 

系 公 设 了 (wz) EZ[zj] 是 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 久 是 了 f(z) 的 分 
裂 域 , 则 5(5( 有 ))=1/[N:Q]. 是 

同样 地 可 以 证 得 . 

系 5 设 闪 (ww), g(wm) EZ[sz1 均 是 首 t 不 可 约 多 项 式 ,， a, BE 
C 分 别 为 f(z) 和 g(w) 的 根 ， 邵 果 合 (0) =@(8), 则 


Sn SE Ss (9). 
证 明 事实 上 , 令 玉 = 仿 (a) =@(8).， 我们 已 经 知道 ， 除 了 
有 限 个 之 外 的 所 有 崇 数 2 ( 即 对 所 有 pta(f)d(y) 的 素数 办 ,wp 在 
五 由 素 理想 分 解 的 型 式 与 Fe) 和 9(o) 模 疡 分 解 的 型 式 均 是 相同 
的 .这 就 表明 8( 亡 Ag( 人 是 有 限 集 合 ， 特 别 地 有 


SP = SCOD 
例 可 以 证 明 f (2) 一 z+ 二 dq? 一 4x3 一 40m 一 56 和 g(2) 一 2 一 
8z* 一 24w -20 均 是 忆 [ 四 中 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 有 相同 的 判别 式 ， 
d(f) =d(9) = 一 223.92.81， 但 是 对 于 p=18ta(f)a(g), f(2)=0 
(mod13)， 而 g(ow) 在 院 /19 之 中 无 根 ， 于 是 由 系 所 的 证 明 即 知 对 
于 f(w) 的 任 一 根 aEC 和 glw) 的 任 一 根 BEC， 均 有 @@(oa 次 
Q(B). 


.3 及 bel 工 - 印 数 ，Ue6orapae 密度 定理 
设 Lf/ 为 数 域 的 铀 罗 华 扩张 ， 我 们 在 定理 4 中 证 明了 ， 在 


一 195 -- 


工 上 完全 分 弄 的 及 中 素 理想 全 体 的 了 密度 为 1/IL; 玉 ] .现在 我 
们 要 提出 更 一 般 的 问题 : 在 工 上 分 解 型 式 为 (f, JJ 人 jg 一 [了 :下 ]) 
的 五 中 素 理想 全 体 的 D- 密 度 是 多少 ? ( 当 g==[L:K], f=1 时 
就 是 完全 分 裂 的 情形 ) ， 我 们 先 解 答 L/K 为 Abel 扩张 的 情形 
(定理 5 的 系 活 ,然后 再 解答 了 /下 为 期 罗 华 扩 张 的 情形 . 

定理 包 Dirichlei 定理 ) 设 工 /五 是 数 域 的 Abel 扩张. 对 


于 每 个 aEG 一 Gal(I/K)， 令 A(o) 一 | 中 素 理 往 pp 在 研 中 
不 分 歧 , 并 且 ( 2 )=o }， 则 5C4(0)) 4/LD:K]. 


证 明 ”定理 4 的 证 再 是 很 不 简单 的 这 需要 把 解析 数论 的 整 
个 思想 重演 一 这, 再 且 我 们 不 得 不 略 去 证 明 中 最 本 质 的 部 分 ( 即 下 
面 的 (0))， 首 先 ,我 们 需要 构 作 新 的 D- 级 数 ， 

设 果 | 其 中 Pp 和 弟 分 别 为 区 和 工 中 素 理 想 ， 固 定 一 个 元 
素 oyE DCDs 是 p 对 于 DIK 的 分 解 群 ;)， 并 旦 使 得 gp 是 护 张 
DT/K(L=05/$,K=O0r/ 和 ) 之 Frobeniug 自 同 构 grrw (wv CL) 
的 一 个 原 象 、 于 是 C 的 原 象 全 体 为 oylp= {oo |o ELT}. 对 于 
每 个 YEG,( 邑 X 为 有 限 Abel 群 ee 的 特征 ), 定义 

Y (一 xcb)。 pe > x(0). 


不 难看 出 ; 

人 xp) 与 ch 之 选取 无 关 ; 

(2) 车 九 必 区 ez x,， 则 x 在 Z 上 不 是 平凡 特征 ， 从 而 出 正 交 
关系 即 知 x(p) =0. 

(8) 车 I 吴 Kerx, 则 x 人) a (因为 ]I| 一 e 争 |p)). 

(iv) 车 了 在 工 中 不 分 层 , 则 工 一 入 }, 从 而 

zh) ~zx( 二 ). 

然后 将 x 的 定义 完全 积 性 地 扩充 到 K 的 全 部 非 零 整理 想 上 ， 
也 就 是 说 ,车 4 一 多 …p 和 ， 则 (0) 一 xCpD ep)“、 现 在 定义 
D- 级 数 
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Ls, x, WK)-Dx() NO) (Re(s)>D), 


其 中 a 过 大 的 全 部 非 零 整理 想 ， 于 是 : 

(a) 由 于 jx(a|=0 或 1， 从 而 到 (8s，% DL/K) 在 Re)>1 
中 定义 出 正则 郑 数 ,并 且 有 Euler 乘积 公式 1 

Li(s, %, DER) rN 9) (Re()>l), 


我 们 称 Gs, x, TV 天) 为 Abel 扩张 I/K 的 Abell- 酉 数 . 
Co) 可 ZEG x, DE)~tz() (Bel) >D. 
由 于 双方 均 有 Euler 乘积 展开 ， 我 们 只 需 对 玉 中 每 个 素 理想， 
证 明 
I Cx NPD = HL NW) GD 
即 可 ， 由 上 面 的 GD 和 Gi 可 知 (TD) 式 左边 为 
I GQ-xW (CD 人 Ho WY. 


zx EIp)~ 
Kerz21p 


令 pOz5 一 (Re… 弟 D5 efg 一 wm， 由 于 1G/T,1 一 fg, 而 由 oy 的 取 法 
知 oy 在 G/T, 中 的 阶 为 f. .从 而 (2) 式 有 边 为 (1 一 NG) -人 ?一 
不 G- CYGR) 六、 这 里 我 们 用 到 下 面 的 事实 车 五 为 fg 阶 


Abel 故 , 下 为 豆 中 了 阶 元 素 则 于 《1 DD) = (Lo) 


(60) LL(s, x, /KD 可 以 解析 丰 折 到 整个 复 平面 上 . 当 % 关 6 
时 , 荆 (s, x, /KK) 是 整个 复 平面 上 的 正则 函数 , 而 上 (8, xo, LD/K) 
只 在 一 1 处 有 极点 并 且 是 单 极 点 . 

关于 (o) 的 证 明 是 很 不 平凡 的 . 这 是 因为 ,如果 我 们 考查 
L(s, x, L/K) 一 守 x(o) 入 (QD 的 定义 , 我 们 是 从 爷 罗 华 群 他 = 


Gal(L/KK) 的 特征 定义 出 下 的 整理 想 集合 上 的 一 个 函数 ， 要 并 
清 研 (s，x，Z/ 民 ) 的 解 桥 性 质 ， 就 需要 和 弄 清 Gal(L/K) 和 区 的 理 
想 类 群 C(K) (或 者 更 一 般 地 , 所谓 ray 理想 类 群 ) 之 间 的 关系 .而 
这 正 是 类 域 论 的 一 个 最 基本 问题 . 基于 类 域 论 的 某 些 很 不 平凡 的 
事实 ,我 们 可 以 证 明 (o) 
_ 有 了 这些 准 备 ,我们 可 以 很 容易 证 明定 理 5, 我 们 只 项 证 明 
一 1 一 


lim IT Yop)- wog tr (WL, n= [L:K]. 


és-31+ DEALT) 
令 了 了 (8) -xo log Le, x， 上 /K)， 则 由 上 面 的 (b) 
和 (9) 可 知 当 Xx 了 如 时 , 工 (1, x, 也/ 下) 了 0, oo， 从 而 
lim Ts) /lo Crs) 
i BE x(o dog Te x, L/K)/log rls)=i. 
另 一 方面 ， 
7 人 =- 亏 忆 xc 六 马 局 过 xz)n8 GD 
- 1 Bo HD NY) +g) 
地 NP) rlo dr(p) tg 
(Rol) > 二) . 
这 里 gg 是 对 mm>2 的 求 和 部 分 ， 如 同 以 前 一 禄 可 知 ， 9 从 在 
s 一 附近 是 有 界 的 . 但 是 除了 有 限 个 b 之 外 ,x(Y) 一 x(( 了 二 )). 
而 


, (EY 
Xo (CE) -1 a ) 中 
因此 ee A vA 


wm solt JogLu(s) alt Jog tg(s) 
这 就 证 明了 定理 4 和 

系 1 设 孔 / 开 是 Abel 扩 张 fg 一 m 一 [I:K]， 以 汇 考 示 
9 一 Gal(L/K) 中 下 阶 元 素 的 个 数 ， 4 一 {K 中 素 理想 blp 在 五 中 
素 理想 分 解 的 型 式 为 (F 9)}， 则 6(4) 一 ww/ 

证 明 如 果 p 在 五 中 不 分 歧 并 且 pE 4, 风 (了 区) 为 Gg 中 


阶 元 束 . 设 介 中 心 个 下 阶 元 素 为 ox, …, 0;,， 册 定理 58 知 
-一 1 陪 一 


5(4(o0)- 工 〈t<ismy)， 


而 4 是 m 个 两 两 非 交 集合 4(og 的 并 集 ， 从 而 5(4) 一 mn. 目 

例 设 卫 /天 是 数 域 的 和 bel 扩张 ， 并 且 GGal(L/ 玉 ) 是 两 
个 2 阶 循环 群 的 直 积 . 则 G 中 有 一 个 1 阶 元 素 和 三 个 2 阶 元 
素 ， 从 而 在 五 中 完全 分 裂 的 KK 中 素 理想 集合 的 D- 密 度 为 1/4. 
而 9 一 种 末 s( 帅 :六 再 的 玉 中 素 理想 集合 的 D- 密 度 为 3/4， 最 
后 , 在 工 中 惯性 的 K 中 素 理想 集合 的 D- 密 度 为 0， 因为 G 中 没 
有 4 阶 元 素 . 

我 们 将 定理 4 叫 作 是 Dirichlet 定理 , 是 因为 通常 关于 算术 级 
数 的 Diriochlet 定理 (的 弱 形式 ) 是 定理 5 的 特例 . 

系 & 设 G 有 1，k>1， 4 一 {素数 pjp=7Cmod 肥 }， 则 
5(4) —1/9th). 

证 明 取 K=Q, I=Q(L)， 则 [L:Q]=p(bD)， 

G—Gal(L/Q) = {0 0, PD =1}, 

其 中 ct) 下 . 著 Pp 在 荆 中 不 分 歧 ( 即 pt 有 ,我们 已 经 证 明 过 


(EE)-o,, 因此 ( 攻 于 )-ore>p=l(mod 及 ). 于 是 由 定理 5 即 


nt (pAE) 0) /om 


1， 从 定理 5 证明 中 的 (6) 可 知 
br/br(®)— HLG, x, I/K) 
EAE 
是 整个 复 平面 上 的 正则 函数 ， 换 句 话说 ，( 利 用 类 域 论 ) 可 以 证 明 
当 /KK 为 数 域 的 Abel 扩张 时 ,Artin 猜想 是 成 立 的 。 

2. 我 们 从 定理 5 推导 出 了 系 2 (关于 算术 级 数 中 素数 的 
Dirichlet 定理 的 弱 形 式 )， 反 过 来 ,利用 系 2 和 Abel 域 中 的 互 反 
律 (第 二 章 定理 20) 的 证 明 也 可 以 (不 用 关 域 论 ) 推 出 ， 对 于 工 /Q@ 
为 Abel 扩 张 的 情形 ( 即 对 于 定理 5 中 及 = 人 @ 的 情形 ) 定理 5 是 对 
的 (习题 1 由 ， 这 就 给 出 定理 5 对 于 及 ~ 人 @ 情 形 的 一 个 完全 的 
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证 明 . 
现在 讨论 /KK 为 伽 罗 华 扩张 的 情形 ， 这 时 , 设 区 中 素 理想 
p 在 荆 中 不 分 歧 , 则 pO: 一 犁 … 第 ,， 令 第 一 第 ， 则 每 个 咎 均 可 写 
成 cP), (对 某 个 oEQ 一 Gal(I/K))， 但 是 
L/iK 局 
(sy) M -和 3， 
raf egsr 
的 一 个 共 元 类 ， 我 们 将 这 个 共 辐 类 表示 成 (了 )，( 当 I/K 为 
Abel 扩张 时 , 这 个 共 亏 类 只 含有 一 个 元 素 , 我 们 曾经 把 这 个 元 素 
和) 
定理 5CeGorapsp) 设 工 /EK 是 数 域 的 合 罗 华 扩 张 ，G~ 
Gal(L/K)，0C 为 @ 中 一 个 共 辐 元 素 类 101o、4 一 {区 中 素 理 
想 Plp 在 五 中 不 分 下 并 且 ( 了 人 人 )=0}， 则 83(4) 一 of/% 一 
[LZ:K]. 
证 明 俄国 数学 家 deorapis 原来 的 证 明 很 复杂 。 这 里 采用 
1969 年 MoCluer 给 出 的 简化 证 明 ， 首先 需要 下 列 的 引 理 . 
引 理 5 设 卫 / 反 是 数 域 的 人 罗 华 扩张 ， 时 和 分 别 是 二 和 和 


五 中 的 (固定 ) 素 理想 , 形 |p， 中 在 王 中 不 分 歧 . 及 是 工 /K 的 中 
间 域 . 并 且 对 于 妈 中 每 个 素 理想 qjp，9 在 工 中 均 是 惯性 的 (从 


而 40z 为 工 中 素 理 想 ). (人 )- oEG— Gal(D/K)， 则 bp 
在 i 中 共存 在 [Cec) :如 ] 个 素 理想 因子 中 使 得 (工人 下 ) -其 


中 Ce(o) 一 {rE9|ro= 人 而 如 = <c> 
4c 在 对 中 生成 的 循环 子 群 ). 
这 是 因为 : 从 引 理 的 假设 可 知 ， 我 们 只 需 证 明石 中 共有 


[Colo): 本 个 趴 bp 使 得 (于) ~o， 每 个 这 种 脱 均 可 写成 
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Eq), 这 是 有 限 群 G 


OP), TE 而. 
( IL/K 
TP) 
并 且 友 吕 一 Ta 各 会 r1z 呆 一 币 全 7 和 Dx=<a>=H. 
四 此 即 得 引 理 . . 
”现在 证 明定 理 5， 这 只 需 证 明 


SN 一 -人 logc-D+ogogG-T) 
(3) -5 a 


) oOrovl~g rE Oo(0); 


( 当 s>17? 时 ) . 
取 ecE CO, 及 =《<o》SG-Gal(L/K). 性 为 瑟 的 固定 子 域 ， 则 
Gal(E/ 于) 兰 百 ， 从 而 L/M 为 循环 扩张 . 由 定理 5 知 
N(q) := S 一 
cc 名 -。 《q) 人 1) t+o(log(s—1)). 
从 而 NO) = 一 TT 四 log (s~—1)+o(log(s—1)). 
站 二 人 | 五 | 


六 日. 区 7 三 工 


对 于 使 (了 ) 0 和 qlp 成 立 的 每 个 和 满足 上 面 引 理 条 件 . 


因为 ( 2 ) 一 则 分 解 群 蕊 一 人 o> 一 吾 sGalCP/M), 从 而 9 在 


卫 中 惯性 ， 车 q 为 于 中 素 理想 并 且 中 |P， 则 -Dw 与 Da 共 力 , 从 
丽 仍 有 |Zo| 一 |GalC/ 8)|， 即 9 在 工 中 惯性 ， 于 是 由 引 理 得 


a (wa( Zr) -en (BE)-0) 


[oslo):H] Bs NW- 7 log Ce- 


Tp | 二 | 
t+ollog(s—1)). 
于 是 
一 i 
C= 人 [Cekc) :五 .| 五 ] log (s—1) 


-+o(log(s~—1)). 
= 人 0 一 


1 1 6 
二 5 
由 定理 5 立刻 推出 
系 ”定理 4 的 系 I1 对 于 数 域 的 钠 罗 华 扩张 5/K 也 是 对 


证 明 只 和 需 注意 ，Gal( 工 /下 ) 中 彼此 共 思 的 元 素 有 相同 的 阶 
数 . | 


习 三 


1. 设 了 (zw) 和 9) 为 也 [] 中 不 可 约 多 项 式 , a 和 B68€ 忆 分别 是 f(z) 和 g(x) 


的 根 ,QCa)SQCB), 则 SC 有 时 BCg).。 (0806809) 30))=0.) 
2. 对 于 忆 [x] 中 每 个 次 数 之 1 的 不 可 约 多 项 式 f(z)，5( 了 ) 均 是 无 限 集 
人 
3. 设 ?; 为 素数 ， 求 证 对 于 每 个 次 数 > 荆 的 多 项 式 f(z) e 叶 [w], 均 有 无 限 多 
个 素数 p=1Cmod D， 使 得 f(z) 粹 p 完全 分 烈 
4， 设 有 (5), …， f(T) 是 之 [x] 中 有 限 个 多 项 式 , 并 且 deg fF.>1(1<i<7) 
则 存在 无 良 多 个 素数 p, 使 得 广 (z)， faz)，…, 所 (2) 均 完全 分 裂 ， 
5. 对 于 每 个 厅 素 元 求证 集合 | 素数 q|( 全 )=~ 直 的 卫 -密度 为 1/2. 
6. 设 7F/ 互 为 循环 扩张 ， 求 证 下 中 有 无 限 多 个 素 理 想 b 在 二 中 惯性 ， 试 
问 这 种 素 理想 $ 所 成 的 集合 的 D- 密 度 是 多 少 ? 
7. (a) 设 p 为 素数 并 到 p 三 1Cmod 3)， 求 证 上 -3 模 p 可 约 (9 吕 -23 模 罗 
完全 分 裂 . 
(b》 计算 素数 集合 {pj12 为 模 的 三 次 剩余 } 的 D- 密 度 ， 
8. 计算 素数 集合 黎 |3 为 模 2 的 四 次 剩余 ;的 D- 密 度 . 
. 设 认 是 忆 [ 加 中 不 可 约 首 :多 项 式 ，degj>3，、weE@ 为 Fo 的 一 个 
根 ,2 是 蕊 z) 的 分 裂 域 , 工 = 和 @(a)， 
《ay》 求证 下 面 三 个 素数 集合 几乎 (p. p.,) 相 等 ; 
fp1f(w) 在 于 /gp 之 中 有 根 }; 
1p| 工 中 有 素 理 想 p|p, 并 且 fCp|p) 二 14}; 


te1az 中 有 有 索 理想 办 jp, 并 且 ( 人 36) salVae 5) 


| 
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《hb) 求证 有 无 医 多 个 素数 2 使 得 fw 在 也 /7 之 中 无 根 ， 

10. 对 于 之 [z] 中 每 个 不 可 约 多 项 式 f(z)， 求 证 均 存 在 无 限 多 素数 也 使 得 
了 f(z) 在 社 /p 世 [2] 中 仍 不 可 约 ， 

11. 用 定理 5 从 系 2 和 Abel 域 互 反 律 (第 二 章 定理 20) 的 证 明 来 推出 本 章 定 
理 5 对 于 到 =@ 的 情形 ( 即 工 ;@ 为 Abel 扩张 ) 是 成 立 的 。 


第 六 章 Abel 数 域 的 类 数 公式 


S$1 Hasse 类 数 公式 


我 们 现在 展示 解析 理论 在 研究 代数 数 域 类 数 问题 中 的 应 用 . 
解析 理论 与 类 数 问题 的 联系 已 经 在 第 四 章 中 给 出 , 那 就 是 ， 


a Re (25) Rr 
limts 1) Er Cs) wx [atR) |173 . 


此 式 石 边 出 现 的 数 域 KK 中 的 诸 基 各，9a， wxr，|a《 尺 ) | 通常 容 
易 求 得 . Rx 与 基本 单位 组 有 关 , 是 难 求 的 量 , 对 于 此 式 的 左边 , 我 
们 则 希望 bx(s) 有 更 好 的 表达 式 ， 高 斯 对 于 二 次 域 作 了 这 件 事 , 从 
而 得 到 了 二 次 域 类 数 相当 简单 的 公式 .后 来 , 让 研究 费 尔 马 问题 
的 推动 之 下 , Kummer 对 于 分 圆 域 也 给 出 了 类 数 解析 公式 ， 到 了 
本 世纪 三 十 年 代 之 后 , Hasse 对 于 一 般 的 Abel 数 域 给 出 类 数 解析 
公式 ,并且 由 此 相当 精细 地 研究 了 Abel 域 类 数 的 各 种 问题 ， 其 研 
究 成 果 集 中 总 结 在 他 于 1953 年 记 写 的 “关于 Abel 域 的 类 数 ” 一 书 
中 . 

对 于 Abel 数 域 尺 ，Lx(s) 应 当 有 好 的 表达 式 , 这 一 点 是 不 应 
当 感 到 很 奇怪 的 ， 因 为 根据 及 roneoker-Weber 定理 , 每 个 Abel 
数 域 均 是 分 圆 域 的 子 域 , 而 分 圆 域 中 有 很 简单 的 素 理 想 分 解 规则 ， 
设 @(&m), 罗技 2(med 少 是 包含 Abel 数 域 素 的 最 小 分 圆 域 ， 即 
到 一 oond《 玉 )( 域 玉 的 导 子 )}、 我 们 有 如 下 的 合 罗 华 对 应 ， 


Q (Ln) 1} 
LU 
6- Gal (Q(L) /G) 


由 于 
GR/mE", oP omodm), (a, m) =1, callm) 一 Le: 

从 而 五 同 构 于 (Z/mZ)” 的 一 个 子 群 (我 们 今后 常常 把 五 和 这 个 
子 群 等 问 起 来 ) 而 Gal( 及 /QQ) 同 均 于 商 群 (Z/mZ)”/ 五 (我 们 也 常 
把 这 两 者 等 同 起来 )， 有 限 Abel 寿 Gal(K/@) = (2Z/mZ)*/H 
的 每 个 特征 x 也 叫 作 是 域 及 的 特征 , 而 (Z/mZ) 互 的 特征 群 也 
叫 作 是 五 的 特征 群 , 表示 成 六 .于 是 ,及 实际 上 是 由 全 部 在 豆 上 
平凡 的 模 训 的 D- 特 征 所 构成 的 . 

设 x 为 模 m 的 DD- 特 征 , 则 x 是 由 唯一 决定 的 一 个 模 mo" 的 本 
原 D- 特 征 所 诱导 出 来 的 , 其 中 m=cond (x) , m'|m， 我 们 将 诱导 
出 x 的 这 个 本 原 了 D- 特 征 表 示 成 x*. 

定理 1(Hasse) 设 区 是 Abel 数 域 ， 则 

tx(O) = Lh, 的 一) TL EG, *), 


即 Dedekind zeta 随 数 Lx(8) 是 一 些 对 Se 原 了 -特征 的 Dirichlet 
工 - 毅 数 之 乘积 . 

证 明 根据 解析 延 拓 原理 ,我 们 只 要 对 Rels) >1 的 情形 证 明 
上 式 即 可 .而 在 Re ls) 之 1 时 ,双方 鬼 有 Ruler 飞 积 公 式 :gx(s) 一 
Il 于 人 圭一 站 人) 一， 了 sx) -HQ-—x" (Dp) .从 而 只 需 
对 每 个 有 理 尝 数 加 证 明 

HO-NG) = Hx pp”) GD 
” 即 可 ,， 设 
POr= hipbe)’, efg—n=[K:Q], NO)=p’, 
则 (了 D 式 左边 为 (1 一 p*)?， 为 了 计算 (内 式 右边 ,我 们 考虑 如 下 的 
伽 罗 华 对 应 图 表 ， 令 一 pn，(p, 120) 一 1 h>0,， On 一 @(Cn), 


Um {1} 
个 、 六 
Opa E Or H {1} x (2Z/p*T)* 
Kf} Cm Hox (T/prE) CH, (ZprL) sy 
由 (Z/m ZE)* x (2/02)*, 


其 中 互 。 为 自然 同 态 人 也/m 莹 -> 2/m'Z, a (mod m) b> wmod mm’) 
之 下 的 象 ~( 五 ) ， 我 们 前 区 说 过 ， 每 个 特征 xE 贸 均 可 看 成 是 
Gal(K/@) 一 (Z/mZ)"/H 的 特征 , 别 是 在 如 上 平凡 的 模 mw 的 也 - 
特征 .如 果 pjcond (xX), 则 x*(P) 一 0。 此 时 它 对 人 由 式 右 边 的 贡 
献 为 I。， 而 当 x"(p) 二 0 时 ， 必然 ptcond(x)|m 一 pm ， 于 是 
cond(x)]m， 妈 x* 可 看 成 是 (ZZ/m2Z)*/H 在 入 之 下 的 象 
(2[a /五 o 的 特征 ， 有 从 而 

1 -x(Dp y= I (1—x(p)p ™). (2) 


XECEHRE fH 人 

令 了 为 p 在 下 中 的 惯性 域 ( 极 大 不 分 歧 子 域 ), 则 了 = 玉 由 Ow( 这 
是 由 于 : Pp 在 Om 中 不 分 层 ， 从 而 在 玉 介 0 中 也 不 分 上 财 ， 于 是 
了 了 2K 间 COmw， 另 一 方面 , p 在 Oo 中 完全 分 歧 , 从 而 p 在 TN Oy 
中 也 完全 分 歧 . 所 以 TNO, 一 Q@. 于 是 7 了 的 圈定 子 群 二 
《2 人 2 一 Oo 的 国定 子 群 .从 而 了 On, 即 人 TCO%w 几 玉 }， 这 就 
得 出 dal(T/@) Gal(K NOw/@) 一 (Z/mZ)*/Ho、 从 而 由 (2) 
式 部 知 

1 IDPHI= HH Ud-x(pp). (3) 


XECAM TI OY 
但 是 [7:G] -~ 加, 而 Probenius 自 同 构 ( Co 全 ) 相 当 于 (2Z/m'Z)* 
一 7 陡 Oo 四 | Re T/Q T/AQ 

中 元 素 plmod m). 文 由 于 (2 全 ) 人 / ), 而 (= ) (好 
元 素 2(modm])) 在 GQal(T/@) 中 的 阶 为 1， 从 而 由 第 四 章 § 10， 
习题 26 即 知 (38) 式 右 边 为 (1 一 p-*):， 这 就 证 明了 (DD 式 ， 从 而 也 
证 明了 定理 1.、 上 

由 定理 工 吉 接 推出 

系 设 玉 为 4bel 数 域 , 则 

ph 了 了 人 #4"), 


加 2 (Bo ) Rr 
其 中 Pr WrlatE | 


现在 的 问题 是 将 上 (1，x") 表 示 成 尽 可 能 明显 、 初 等 和 便于 计算 的 
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形式 . 对 于 x 为 奇特 征 ( 即 x( 一 们 一 -四 和 偶 特征 ( 即 x( 一 一 了 ) 
两 种 情形 , 五 (1 x*) 的 表达 式 是 不 太 相 同 的 ， 

引 理 1 

(a) Abel 数 域 区 为 实 域 号 下 的 特征 均 为 偶 特 征 ， 

《pb) 车 下 为 虞 Abel 数 域 ，K; 为 区 的 极 大 实 子 域 ， 刘 
[KK: 玉 ,1 一 2, 并 是 尼 ， 即 为 六 中 全 部 假 特征 所 形成 的 子 群 . 

证 明 

(a) 假设 Cond( 玉 ) 一 mw, 则 有 伤 罗 华 对 应 


Om 
* 
Q (Z/mZ)* 


于 是 Gal (KK) 一 人 /m2Z)*/G, 而 (ZEE) "中 的 一 《m0d m) 相 
当 于 复兴 生 自 同 梅 o_x(w) 一 Ln! 一 tm， 从 而 

到 为 实 域 今 o1 为 多 中 恒 等 自 辣 构 名 一 1E9 9 一] 为 
( 忆 /mZ)*/G 中 的 单位 元 素 今 玉 的 每 个 特征 ( 即 (2Z/mZ)*/G 的 
每 个 特征 ) 均 为 偶 特征 . 

(b) 若 政 为 虚 Abel 数 域 , 则 区 中 有 奇特 征 ， 于 是 大 中 偶 
特征 全 体形 成 尽 的 指数 为 2 的 子 群 ,此 子 群 即 是 (2/mZ)*/ 
< 一 1, G》 的 特征 群 ,而 < 一 I，G》 的 固定 子 域 就 是 KK 的 极 大 实 子 域 
瓦 + 由 此 即 得 (b) 中 结论 . 


由 引 理 工 我 们 有 
SG) 一 上 A X) 一 ] Lls, x ) 一 5 人 4S) 1E Ls, x). 
se 1 x 
从 而 由 定理 1 的 系 立刻 得 到 


引 理 2 (a) et 则 


xi。 TREE 五 (1 和) 
(b》 设 下 为 n 次 虚 i | 
.一 07 一 


Dn/3—1 
Br,hy,* EG 
现在 我 们 来 计算 三 (二 x) 的 什 . 
引 理 8 设 X% 为 模 和 m 本 原 D- 特 征 ,到 关 3, 则 
_ 2G4 (1, x) ep ， 天 
ne > zk)log SINn a 


工 < -nj 
当 x 一 了 = 时; 
wo (i, x) 洒 [ 上 
mx (2) —2) 1 (%), 


当 x( 一 攻 一 一 时， 
其 中 作 避 ， 0) — TC) es 为 Gauss 和 . 
证 明 记 @ 一 em 省 Rols) > 工时 
LG We) 忆 轩 


mn=etmod in) 


Ll, 办 = 
ml, x) 全 
3223 Zk 


= x(@) 立 (= Sl om Jo 
gl 和 = 工人 =u 

人 二 %) eg 人 nb 
-aa pL 7 (CE) p27 -有一 


(交换 和 号 是 由 于 级 数 的 绝对 收敛 性 )， 但 是 D- 级 数 本 or 
在 Re(s) >0 中 正则 ， 从 而 它 在 * 一 1 处 连续 ， 熟 知 它 在 s1 处 的 
值 为 -IJog (1 一 w). 因此 
LD Sz)log (Lo 
A %) Splog Cw), 
0<k<inm 时 ， 


iog (1 — wr) -Jog 2+10g sin 王 +( 生 -二 x 
于 是 {由 于 Cond (x) 一 m 之 3 从 而 x 关 %o) 
XDGU, x "I,/ . km , hr 
L(1, 2) -一 (A) (og sin 人 + 
当 %K 一 一 工时 立 区 (相左 一 0 而 当 X( 一 一 一 工时 


Z7(Dlogmm 和 -0 


《习题 ), 从 而 
2G {1, x) bw 
困 mm Ee 1 lg sin 
L(, x) = x( 一 1) 一 1 时; 


hx(-D) 一 -1 时 ， 
最 后 再 由 下面 引 理 4 即 得 到 引 更 3 的 全 部 结果 ， 和 
下 4 认为 桩 中 的 本 原 过 特征 


号 x(Dz- 
证 明 如 果 24m, 则 
,县 .xD 一 全 GOD 一 有 Cn- 有) 


Q<E 
2172 


机 号 1- 六 袜 .xz(， 


四 > : 人 os > * 28) Cm —2k) 
2(2) p> (me —4k)x (CE) 


< 
因此 ; 
—X(2) (天 一 二 (02 一 公有)X (有 (1) 
另 一 方 画 ， | 
= i XEIE=— i (FYB— DAC A£) Cm — Ek) 

年 径 人 (CA 十 na (1) (一 局 

二 全 (m—2k)x(), 
将 此 式 与 () 式 合 在 一 起 , 即 为 


一 ze 一 


2 2 Dx. 


和 ~E<m/2 


如 果 全 mm, 则 x(2) 0, 并且 x 二 mm/2) 一 一 x(h) (0<h<m/2) (这 
是 因为 由 Cm/2+)?= 学 -mmt1elmod m) 可 知 欠 多 + 


一 土 1， 如 果 好 罗 二 中 一 汪 则 由 于 对 每 个 奇数 志 均 有 (全 -LTjz 
oa/2 十 Emodwa) ， 从 而 % (oa/2 十 玉 一 %( 人 于 是 导出 矛盾 人 m 一 
cond(z) |ma/2， 因 此 x(mw/2 十 了 一 -1 从 而 对 于 每 个 奇数 不 均 
有 z(E 十 mm/3) ~ 一 x( 了 而 对 个 数 此 式 当然 也 是 对 的 , 因 两 边 
均 为 0、 寺 是 

ED- BBDht, Btm/2) GT 


Ok<m 人 < 天 一 二 [也 0<kx<= 


= 之 XE 2 XC) (E+ m2) 
DO<k<im2 人 < 
一 -也 x(b). 


2 oF/2 
即 习 理 4 对 4 情形 也 成 立 ， 是 
将 引 理 3 代 入 引 理 2 就 得 到 
引 理 者 以 f, 表示 D- 特 征 x 的 导 子 ， 风 
(a) 对 于 对 次 实 Abel Re 到 ， 


Ryhg = [a EO ei 
(b) 对 于 多 次 虚 Abel 数 域 下 ， 


xz(Dlogsin 于 |. 


lak=f /2 


Br,he, — Ja(K,) ”He 2 Dlogsin 大 fx | 
xt—iy=1 
Rrh ~ Sr a 1 11 
Be a(R) /KR,) | “rE 号 x (和 |， 
KY/AEK,) | 
x aE) /aK,) | i 本 
"| x(k) |. 


> X12 


我 们 仍然 可 以 将 上 面 诸 式 右 边 作 进 一 步 化 简 。 为 此 , 我 们 需要 第 
四 章 所 介绍 的 上 (s, 筷 和 gx(s) 的 函数 方程 .它们 可 导出 BCK) 和 


— 2310 一 


ln Vey 


疡 之 间 一 个 简单 而 奇妙 的 关系 ,就 是 著名 的 Hasse 判别 式 一 一 时 
子 公式 . 
引 理 6(Hasse, 判别 式 一 一 导 子 公式 ) 设 区 为 Abel 数 域 , 


则 
Df" [aCK) 上. 


证 明 将 公式 tz(s) -~ IT (ex 两 边 的 DD- 级 数 均 应 用 各 
自 的 函数 方程 ， 由 Cx() 的 函数 方程 不 难 算出 ,车 令 
le(E) [mw2T(8/2))"Lx()， 着 区 为 实 域 
Zr 人 的 一 ] |@( 开 ) wr /0 (wT) 
Lx(s)， 车 并 为 虚 域 
则 |Bz(9 1 一 [Bx《1 一 D1， 这 里 我 们 使 用 了 公 
T'(s) =I (8/2) r(3) 1/ n. 


为 一 方面 ， 由 工 -函数 的 函数 方程 可 知 ， 若 令 X 为 模 f; 的 本 原 特 
征 , 而 


fm VTC/2))L(s, x),， 车 X( 一 全 一 二 

f(T) ZE 力 ， 著 z(-D= 一 上 

则 |B(s, x) | 二 | 多 一 s, x) |， 现 在 由 Cx) 一 下 Ze, x") 即 知 
[Bx Cs)/ LE Cs, x) | = [aCE) /I fl 


但 是 左边 将 3 改 为 1 一 s 时 是 不 变 的 ,于 大 右边 也 应 如 此 . 但 这 只 
有 |a(K)| -1 f: 的 时 候 才 可 能 | 

最 后 ， 将 引 理 6 各 引 理 5 放 在 一 起 ， 我 们 就 给 出 Hasse 于 本 
世纪 三 十 年 代 建 立 的 . 

定理 名 《Hasse, Abel 域 类 数 解析 公式 ) 

(a) 车 区 为 各 次 实 Abel 域 , 风 

(b) 车 区 为 nn 次 虚 Abel 域 则 


Gls, 2 -| 


211— 


Rehs=— IT | DB xDlog ee 
村 站 < 


Rghxn 


We WE 
Rr, hx, 2 ee 


yp -A*- 


人 i a 


在 以 下 两 小 节 里 ， 我 们 要 对 了 最早 研 究 关 数 问题 的 现 种 数 域 一 
二 次 域 和 分 圆 域 给 出 更 简单 的 类 数 公 式 和 进一步 的 结果 与 猜想 . 


$2 二 次 域 的 类 数 公式 


根据 上 小 节 的 理论 , 为 了 得 到 二 次 域 的 类 数 公式 , 我 们 需 
要 决定 域 KK 的 特征 群 人 站， 由 于 Gal( 玉 /@) 为 二 元 烙 ， 区 只 有 一 
个 非 平凡 特征 ， 我们 暂时 将 它 记 为 A( 关 x0) ,显然 类 一 Xo 令 
KK 一 Q(MV@), qd 无 平方 因子 . 我 们 已经 证 明了 cond(K)= 
14CK)|， 因 此 入 可 看 作 是 模 |4CK)| 的 DD- 特征 、 于 是 gfs) = 
CC9) .LGs, *)， 对 于 因子 卫 (s, *) ,我 们 需要 知道 

(a) 入 的 导 子 是 什么 ? 

”(b) 能 否 给 出 D- 特 征 和 的 明显 表达 式 ? 
问题 a) 容易 解决 ， 利 用 判别 式 一 一 导 子 公式 ( 引 理 的 , 对 于 二 次 
域 素 一 人 @(V 98) 则 为 亡 = 14a(K) 1. 因此 入 应 当 是 模 ja( 玉 ) | 的 本 
原 特征 ,为 了 回答 问题 (b), 我们 需要 二 次 域 中 的 素 理 想 分 解 定律， 
如 下 定义 xx (PD); 

《i) 对 于 奇 素数 令 


win {tp ) (2) 如 果 婚 友 
1 如 果 中 | 忆 


1， 若 d=1 Gmod8); 
《1) xz(2)=1 一 1， 若 d=5(mod8); 
0， 否则 。 
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根据 第 二 章 所 述 ,有 理 素数 Pp 在 二 次 域 太一 @(V 6) 中 分 解 规律 
为 
分 踊 ， 丈 = 权 , 如 果 Xi 人们 一 0( 即 人 1G( 瑟 )); 
完全 分 裂 ， p= 二 Pabz, Pi 下 zs, 如果 xg(《p) 一 1 
惯性 ，n 一 p, 如 果 xx(P) 一 一 1, 
现在 我 们 将 xx 完全 积 性 地 将 定义 域 扩充 到 全 体 自然 数 集 合 上 . 换 
旬 话 说 , 如 果 % 一 29…p8, 定义 xx (0) 一 zzr(2)mXr(oom 由 于 
Izx(m) |=0 或 者 I， 从 而 DD- 级 数 书 xx(m)n"* 在 Re(s) >>1 中 定 
义 出 正则 函数 ,并且 有 Euler 展开 
BDp (Re)>D). 
引 理 了 和 一 xx. 
证 明 ”我们 已 经 知道 Lx(9) 一 Ls) 加 Xm)m-*， 根 据 DD- 级 数 
的 唯一 性 定理 , 我 们 只 需 再 证 明 Cx(s) 一 (s) 卫 wx (mn (Re (8) 
> 了 ) 即 可 ， 由 于 上 式 双 方 均 有 了 uler 乘积 展开 ， 从 而 只 需 对 于 等 
个 有 理 素数 证 明 
HO~NO = Hp -xr(p)p) (*) 
即 可 ,事实 上 ， 
1-2 ”( 车 2p 分 赎 ) 
(*) 式 左边 一 1 (1 一 p 中 3 ( 若 刀 完全 分 裂 ) 
位 一 人 2) (车 加 惯 性 ) 
(1—p 10) . 
—(1—p 1-p 由 一 (*) 式 右边 . 
(Gp) (1— (gp-')) 
于 是 证 明了 引 理 7. 
现在 很 容易 给 出 二 次 域 的 类 数 公式 
定理 3 
(a) 设 为 虚 二 次 域 并 且 玉 了 @(V 一 了 和 QCV= 引 ， 则 
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1 
hr 一 Ta Spr (Ck) £ 


2) | 2 xxr(h)!. 


(b) 对 于 实 二 次 域 KK, 令 6>>1 为 下 的 基本 单位 , 则 


bd | 
hy = We log sin TETl 


1 

log 8 

证 明 

G)》 对 于 虚 二 次 域 KE 一 QC 一 ,gd>0, rm 一 mtHra-1=0， 
从 而 Re-1， 并 且 当 [a(K)|>4 时 ，wx 一 2。 (对 于 Id(K)| 
<3, 则 及 ~Q(M = 了 D 和 @(V 一 引 ， 我 们 在 第 三 章 中 已 经 知道 它 
们 类 数 均 为 有， 然后 由 定理 2 和 引 理 7 即 得 (9 中 类 数 公式 . 

《pb》 对 于 实 二 次 域 EK, WE=2, Pl, Rr~—1log 2, 从 而 由 定 
理 2 和 引 理 7 即 得 (b) 中 类 数 公式 ， § 

例 1 玉 -Q(V- 相 ，|ad(K) | 一 20，xz(2) 一 0，xx 为 模 20 
的 本 原 卫 -特征 . 由 xx 的 定义 算出 ，xx( 偶 数 ) =0, xx (D 一 zz(9) 
1 xr) (1 rx) -0, xr() ~(- 子 )~1. 于 是 
hs=—31xCD) +x(8) +2(7) -xz(9)| 一 2 

例 2 EEK-Q(VD), |d(K)| 一 8 zx -0, rr(D ~ 
xx(8) 一 一 1。 基本 单位 为 es 一 1+ W 豆 ， 于 是 


Ix(Dlogain 各 +xC3)logsin 于 


hr =— 


Et 
log (1+- ~ 2) 


于 
-人 /mer 
sin 呈 


(+VI) siniy /sin 意 =-I1+2ocos 至 ~1+WE， 
从 而 hr 一 1. 
在 Bopepxd 和 Iadqapeaas 的 书 "数论 “ 俄 文 , 1964 年 ) 中 列 出 
一 zi4 一 


了 Q(V-w), 1<a<500 和 Q@(YVQ), 1<ad<500 的 类 数 表 ,下 
面 是 其 中 的 一 部 分 . 
(I) 虚 二 次 域 四 (一 四 ，lL<a<100. 


cll33 56 7 101113 1414517 19 21 2223 2629 230 31 


hl 11221 213 42414238366 4 3 


a |13345537388383941424846475155557 58 59 61 62 65 


一 -一 一 一 一 ~. 


Ai4423236484145236442336 8 8 


a 16667 69 70 71 73 74 77 78 79 82 83 85 86 87 89 91 93 94 95 97 


hlI81l18 47 4108 4 5 4 341061223 4884 


{ID 实 二 次 域外 (~ 8 (2<d<101)，e>1 ng 


= 六 (如 果 d=1(mod4),， w-YT (如 果 d = 2 8 


(mod 4)). 


19 31 23 33 26 29 30 31 


a 33 34 35 37 38 39 41 48 
—O 人 人 
1 2 2 1 1 2 i 1 


48 46 47 51 53 55 57 


一 一 
s | 2482 45310 24335+ 3588w 48 十 7 50+4+76 3+w S912 131.- 400 


a 58 50 61 62 65 66 67 


为 1 


e 99 十 13m 530 一 69m 17 十 5 各 十 Bo 7 B60 6 十 8w :48843 十 5967w 


ma PP 


好 08 70 了 1 73 74 ?7 78 
太 1 2 1 1 1 2 


世 | 113w 中 1I 十 30w 3480+413w 943 十 250w 43+5w 4+w 53+6w 


a ?9 82 83 85 86 37 8&9 


h 3 和 1 2 2 1 


2 80 十 9 9 十 823 十 Hu 4+w 10405 十 1]123o 28+3w 447 十 106m 


a 91 93 .| 04 95 97 i01 


h 2 1 1 2 1 1 


ge | 1574+ i165 13+ 2 31432395+23106w 39 士 40 5035+1138w 9+ 2w 


利用 二 次 域 的 类 数 公式 ， 我 们 可 以 对 类 数 的 下 界 给 出 一 些 信 
计 ( 习 题 6)、 关 于 二 次 域 的 类 数 问题 , Gauss 有 两 个 著名 的 猜想 ， 

(1) 只 有 有 限 多 个 虚 二 次 域 类 数 为 1 

(2) 存在 着 无 限 多 个 类 数 为 1 的 实 二 次 域 . 
关于 猜想 (1)， Gauss 本 人 计算 出 当 区 =@(V -DD, d=1, 2, 3, 
7, 11, 19, 43, 67 和 163 时 ,jx=1。 他 预言 只 有 这 九 个 虚 二 次 域 
的 类 数 为 1.1984 年 ，Heilbronn 证 明了 猜想 ( 们 ， 确 切 地 说 ， 
Heilbronn 证 明了 当 4 之 163 时 至 多 还 有 一 个 虚 二 次 域 类 数 为 
1、 至 于 这 个 例外 的 域 是 否 存在 , 是 一 个 长 期 未 解决 的 问题 、 一 直 
到 1967 年 才 由 英国 数学 家 Baker 和 美国 数学 家 Stark 独立 地 解 
决 : 那个 例外 的 域 是 不 存在 的 ，、 换 句 话 说, 类 数 为 工 的 虚 二 次 域 只 
有 Gauss 发 现 的 那 9 个 ， 另 一 方面 , 关于 Gauss 猜想 (2), 人 们 至 
今 未 能 解决 . 实 二 次 域 比 虚 一 次 域 类 数 问题 要 困难 ， 其 主要 原因 
是 类 数 公式 中 多 了 一 个 因子 log e， 

关于 二 次 域 类 数 的 鸽 计 回 题 ,对 于 实 二 次 域 
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kK-QVa) (4>0, 
华 罗 康 证 明了 hx 过 VE， 这 个 结果 本 质 上 已 是 最 好 的 可 能 , 因为 


的 


域 有 一 QV) 使 得 如 >d "对 于 韦 二 次 域 玉 一 VE) 
对 每 个 s>0, 当 |@| 充 分 大 时 , 均 有 hx> |a|v*。 


$3 分 圆 域 的 类 数 公式 ,ummer 结果 


我 们 已 经 说 过 多 次 ,在 历史 上 是 Kummer 研究 Fermat 猜想 
导致 对 分 圆 域 的 类 数 作 深入 的 研究 ， 这 是 代数 数论 的 一 个 重要 的 
源头 ， 开 nmrerz 关于 分 圆 域 类 数 问题 的 最 主要 研究 结果 为 

D 以 i 表 示 分 圆 域外 (ti) 的 类 数 (p 为 奇 案 数 )、 如 果 
Ph， 则 Fermat 方程 2? 喇 y? 一 ?没有 非 平凡 的 有 理 整 数 解 . 

GD 以 下 表示 四 (go 的 极 大 实 子 域 和 @(zo 十 车 9) 的 类 数 ， 则 
谨 |hp， 整 数 司 各 = 如/ 陋 分 别 叫 作 是 类 数 及 的 第 二 因子 和 第 
一 因子 . 

《ID pp]jpe>p[l 有 全 Pp 至 少 除 尽 Bernoulli 数 By, Bs,-……, Bp-s 
中 一 个 的 分 子 . 

我 们 在 第 三 章 的 末尾 已 经 谈 到 (有, 并且 对 于 Fermat 方程 的 
第 一 种 情形 给 而 了 证 明 . 本 小 节 的 目的 是 讲述 (TD 和 (IID、 这 就 
依 束 于 分 剖 域 的 类 数 公 式 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 只 考分 圆 域 玉 = 
@{Ly) (2 为 奇 素数 )， 这 时 wr 二 2p， 于 是 由 定理 2 给 出 ， 

定理 和 设 甩 和 sp 分别 是 恨 (br) 入 (Lp 二 bz) 的 类 数 ,Bs 和 
B3 分 别 是 它们 的 regulator， 册 


@) ogin |， 


x 让 卫 
其 中 z 过 模 2 的 -232 个 非 主 偶 特 征 。 
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Rohy 一 人 
DO pn 


2 
人 pI, 0 x | 


其 中 x 过 模 p 的 了 上 一 个 奇特 征 ， 由 


我 们 在 第 三 章 证 明了 Bs 一 RR， 2 所 ， 从 而 由 定理 4 的 (b) 立 
刻 得 到 


系 历 ~QpD 7 了 I | 呈 zx 
二 1 ?3 
人 (x) 一 231! 总 8 ) 
现在 我 们 用 类 数 公式 证 骨 
定理 区 条 入 之 . 


证 明 模 ? 的 2 一 1 个 D- 特 征 形成 一 个 循环 群 ， 其 生成 元 为 
x x(9) 一 共 -4(0<t<p 一 芒 ,其 中 g 是 模 p 的 一 个 原 根 、 于 是 ,村 
p 的 全 部 奇特 征 为 x*m10<I< 卫 3， 特别 地 , 也 xz(D 均 是 
分 加 域 仿 (ts-) 中 的 整数 ,从 而 
B= I ,Sx 
也 是 QC 中 整数 ， 即 BEZ [KK 如果 我 们 能 够 证 明 
(2p) 1B, 则 (2p) zB 为 整数 ， 但 是 
z (0) B 一 土 司 一 土 ha/ 夺 EQ. 

这 就 表明 ho/ 研 EZ, 即 厅 EZ。 因此 我 们 只 需 证 明 在 Z[go -中 
(2 "1B 即 可 : 

以 表示 人 对 于 模 2 的 最 小 正 利 余 ， 则 

bg CR), 


其 中 FL) 一 把 EdALIR 
于 是 B=F (Lp) FS PED, 
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我 们 现在 分 两 步 证 明 (2p) 所 |B 
(D 证明 % | 也 当 2 人 时， 在 @Q Cr- 中 


POD- BB Gtget, tC") 
区 到 (gs gs, jE 
-3 L(g (Pp—g)) 
tp—3)/2 


三 之 ts (mod2). 


8 一 外 


从 而 
PED LD = bill 5 


一 1 一 te 一 2=0 (mod2). 
于 是 


(p 1 


2 PEE) (1 — C9) 
二 


一 如 (一 名 圭一 站 -站 (一 好 < 
但 是 皇 (一 人 -一 (op 一 全 "| si1=p—1; 


‘p—3)/2 3)2 


H 4- 1 a- Ca ed 


Ss 
从 而 (一 如 一 如 -让 (1 一 部 兴 一 (p 一 D /2 一 2， 这 训 
证 明了 2 | 了 

QD 证 明 思 所 -| 瑟 ， 我 们 需要 考虑 了 在 分 加 域 @Q(Z， 中 的 
素 理想 分 解 ， 由 于 也 对 于 模 (P -1 的 阶 为 二 从 而 由 分 图 域 中 素 
理想 分 解 规律 第 二 章 ) 可 知 卫 在 下 一 @G(C， 1 中 完全 分 裂 ， 即 


POg 一 本 oo， g=p(p—1). 
取 ?一 hp。 则 


(a) 0 1, bp- …， 人 两 两 模 p 不同 余 (车 51 一 LE 


— P19 一 


0<i<j<p -2 则 1 ttcb， 但 是 可 (1 如 1) 一 pl, 于 是 
p- 1E bm, 这 显然 不 可 能 ) 、 由 于 丈 Gp) 一 2 一 p, 从 而 {0, 1, os 


L351， ,9-9 就 是 也 [5 可 模 的 完全 代表 系 ; 
(b) 1 一 人 gpi( 对 某 个 名 1&6 名 (kp 一 1) =1. 


这 是 因为 ; 由 于 0=1 一 gr 一 和 (1 一 比 19) (mod 力 ,从 而 对 于 每 
个 bp, 均 有 一 个 1 一 好 -19 使 得 一共 -1gE Pp， 根据 ( 允 可 知 , 对 于 
每 个 图 定 的 b, 也 只 有 一 个 这 样 的 1 一些 1g， 进而 , 着 (bz, 2 一 1 一 
&, 则 
1=0g(modp) Splg 7 -1 >plg 7 -1 
> 2 下 2 一 4 一 上 


从 而 车工 一 站 -49Ep 则 必然 (2 一 六 一 革 但 是 满足 ( 瑟 p 一 了 一 1 
1<j<sp-lL 的 1 一 5p-19 共 有 tp 一 了 个 ,而 p; 也 是 2(2 一 卫 一 9 
个 ， 这 就 表明 对 于 每 个 (k, p 一 二 1 的 5, 均 恰好 有 Pp 在 @ 必 _1) 
中 的 一 个 素 理 想 因 子 p， 使 得 1 一 如 -9Eb。 我 们 不 妨 对 2 的 素 理 
想 因 子 重新 加 以 标记 , 使 得 

(P) 一 ll ps px (1 Ls_19). 


| 


现在 区 到 我 们 的 问题 上 来 ， 即 要 证 p |B. 在 世 [ts-sj 中 ， 
PE DUD)= SS gL) — gy) 
| —1— (gts-D)” =1—g"} 
=0 (modp). 

当 做 ，2 一 全 > 上 时， 由 (bb 知 对 每 个 1 人 p 一 =1， 均 有 
pC 一 gl3% 站 从 而 p| 了 (61)， 而 当 (%，p 一 1) 1 时， 如果 
Ct, Pp—1) =1, 『 关 思 ， 则 也 有 Pit(1— 中 人， 于 是 

Phi = A pr FES_1), 

人 -= 1 
从 而 B 一 FpD 了 PCS 1)-…H(L5-) 可 被 
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-1 TT 71—p2s 
Vs “ 


除 尽 。 这 就 完全 证 明了 定理 5. 攻 

为 了 介绍 Kunimer 线条 (IIT})， 我 们 多 要 关于 Bernonlia 数 
的 一 吾 重 要 的 性 质 ， 我 们 在 第 四 章 中 给 出 了 Bernoulli 数 B,, 广 
义 Bernoulli 数 B,,;, 和 Bernonlli 多 项 式 了 (ae) 的 定义 它们 之 
妆 有 如 下 的 关系 ; 


A 2 (x 为 模 了 的 了 D- 特 征 )， 
BB 一 Bw ( 当 mz3 时 ). 
引 理 8 设 z 为 模 了 的 
(a) 对 于 每 个 正 整 数 卫 尘 0‘mod 方 , 汐 有 
A 名 
人 富国 B (让 
(pb (von Standt-QClausen) 讼 为 正 偶数 , 则 
Bt+ > i 
| 1 六 
《c) 设 %w 为 正 偶数 并 日 "<2D 一 3 《P 为 奇 素数 ), 则 
pa WpB, (mod 2 
证 明 
(a) 和 根据 定义 我 们 有 
= tit  _ Cy X(te 
Balt) oT BT ZB oT 


Sa 


= | 人 =D nl -1 pt—1 + 
从 而 | 
ty 了 
i 旭 de 
pr rt@) BS) 二 
pA > ) Fi nl 
a fe Bn f gl (D+of)s 
= XC) -二 x A 
C--1 各 [ es | 如 一 二 
Cb 
Ls 上 | cc 
ei” ol A p17? 
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由 此 即 得 (a) 
(hb) 我 们 只 需 证 明 ， 对 每 个 素数 2 均 家 
PB, 的 分 母 : 并且 
zB.=|7 (mod p)， 当 p 一 1|%w 时 ; 
0，(mod p)， 当 p 一 lw 时 . 


设 mw 一 2m， 当 加 =]1 时 ,Bu 一 六 一 1 一 二 一 二 ， 易 知 (9) 式 对 于 
m 一 成 立 ， 现 在 对 mm 归纳 ， 假 设 (9) 式 对 于 mr 2, 和 4 …， 2 


9 一 分 均 成 立 , 由 本 引 理 的 人 a) (f=1, 了 一 Dp), 我 们 有 
PBom =pBsm, = 这 Bom (2) 


-和 ja) 


Pp 2 f 2m | 
eh ; 站 (再 利用 归纳 假设 ) 


(%) 


外 
1iM。 


PBoa™p 1 + 2mmBom +pBonp™!) (rod) 


由 于 Bo 一 1 Bi 一 千 , 2mpB1 一 一 mp=0(modp) ,于 是 由 上 式 届 


=[? (modp)， 车 (Pp 一 DD |2m 
0 (modp)， 若 (p 一 1)+2m. 
由 于 1 一 p”-! 圭 1 (mod p), 这 就 表明 pBsm€EZ/pZ, 并 县 
人 车 (p 一 DD |2m 
他 总 3 天 
.0tmodPp)， 车 (p 一 了 了 rm， 
(ce) 因为 


Bb) BO)) titett er .te 0 


二 S 二 _1") 风 
$$ 全 一 了 页 


从 而 当 w%, 五 > 时 ， 


x 1 
之 | TT (Bri (RY) — Bots C0)) 


-ET (Bn(h) — Bn). 


凡 而 
多 一 二 1 
2 = pr (Bri{P) — Br1) 
1 = /% 十 1 en 
m+1 > ja 
各 十 1 
二 n jae (mod gp) 


二 DB。 (modp’). 有 
现在 我 们 讲述 Kummer 的 结果 (IID. 
定理 6 ?2| 季 人 存在 上 GE {2, 4,…, Dp 一 3}, 使 得 Pp 除 尽 Br 的 
分 子 . 
证 明 我 们 在 定理 号 前 证 明 中 曾经 得 到 如 下 的 理想 恒等式 : 
C07) (gms), HH, 
(其 中 (&, p 一 了 >>1 时 规定 p=)。 
于 是 
pIhs = 士 吾 / 一 3)73 ey bs_s| p32B 
全 存在 E11 3 …, 2 一 分 局 得 
Poa PEE) pp 
《因为 歹 ( 录 -pxap- 为 整理 想 ). 
4 存在 有 E {1 3 …, 2 一 分 ,使 得 
PF (ES Pp. 
全 存在 8E {1 3, …, p 一 4}, 使 得 
Ppp-s|F OE-1) (1) 
最 后 一 式 基 因为 55- 和 y==1(mod p52), 从 而 


PCD= CD)'=p-1= 1 modpss), 
因此 物 _ofF (CP-2 be-s. 
现在 我 们 取 柑 加 原 根 g, 使 得 9g""!=1(modp”) ( 设 go 为 模 任 
一 原 根 ,网 go 十 态 (LE 2 均 为 模 交 原 根 ， 取 了 使 得 多 -9 错开 人 
(modp) ,Mg 90-| 于 即 为 质 求 ). 这 时 
0 三 1 -= (lo) Cmod 2p 


与 定理 5 证 明 中 所 作 的 一 祥 ， 可 以 得 到 ， 当 (k, p 一 1) = 工时 ， 
各 11 一 牙 -:g， 特 别 取 = 一 2, 则 人 5-s=glmod 铝 -2) ， 于 是 


BES) = Sgt gg (modpys). 
从 而 
WFO) 0 宇 ge0 (modp) 人 ) 


但 是 和 yzas(modo9，U<ar<b 一 2，aEZ， 升 到 有 1 次 守 
一 1 3， 了 一 有 ,出 
gt kT p+ (ET) gg, — 
二 ($+ DD gg ww (mad p*) (3) 
由 于 £1<p 一 3, 软 此 才 1(mod Pp) 而 gr =1 (modp”) ,从 而 


三 六 go 一 Ts (modp’). 
于 是 让 (3) 武 可 知 | 

Sn gD gg modp)). 
再 由 (D 和 ( 允 式 即 知 

P| 所 属 存 在 hE {2, 4 …,p 一 时 ,使得 | 入. 

但 是 由 引 理 8 知道 pz 的 分 号 (因为 4<cp 一 3，(p 一 D 并且 
和 中 =pB.Qood ,从 而 天 | 叶 必 cp 及 的 分 子 。 这 就 给 出 最 
后 结 扶 ， 
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Dp| 厅 司 存在 EE 人 2, 4,…, 2p 一 3), 使 得 2 了 Bx 的 分 子 . 

1. 定理 6 相当 于 Kummor 结果 (III) 前 一 半 ， 另 一 半 是 
pl 全 P= 好 避 ,这 相当 二 说 ， P| 慑 和 沪 p| 加 ， 为 了 证 明 这 一 点 
我 们 需要 局 部 域 的 进一步 的 知识 这 里 就 不 介绍 了 ,事实 上 上 
Vandiver 猿 想 ， 对 每 个 奇 素数 PD 均 有 pt 研 ， 这 个 铺 想 对 于 ?过 
125000 均 已 验证 是 对 的 ， 但 是 日 前 人 们 还 不 清楚 对 于 每 个 奇 素 
数 p 这 是 否 均 成 立 . 

2. 如 果 Dho( 即 pth), Kummer 称 这 种 p 为 正规 素数 ,而 
当 %| 加 时 称 Pp 为 不 正规 素数 . 有 Kummer 本 人 计算 了 在 100 以 
内 只 有 3 个 不 正规 索 数 ，p 一 37，59 和 67、 从 Fermat 狂想 的 角 
度 看 (2 正规 则 229++y? 一 ”无非 平 凡 整 数 解 )， 自然 希望 正规 素数 
愈 多 傅 好 .但 是 日 前 人 们 反而 证 明了 不 正规 素数 有 无 穷 多 个 , 而 
正规 素数 是 否 有 无 穷 多 个 ,现在 醋 没 有 被 肯定 也 没有 被 否定. 虽 
然 通 过 大 量 的 计算 (Wagstalf 于 1978 年 计算 出 125000 以 内 的 全 
部 不 正规 素数 ) 人 们 倾向 于 认为 正规 索 数 也 有 无 穷 多 个 , 甚至 于 从 
概率 论 上 的 考虑 ， 猜 想 ， 正 规 素 数 和 不 正 超 索 数 的 比例 分 别 各 占 
12261 久 和 工 一 61239 护 、 

3，Kummer 当年 通过 手 算 发 现 ， 当 > 十 00 了 时， 及 增长 较 
慢 , 但 是 万 增长 飞快 ， 由 于 加 一度 有 ,自然 会 提出 如 下 的 问题 ， 

( 太 ) 类 数 为 工 的 分 圆 域 是 否 只 有 有 限 多 个 ?7 

《4B) 当 2 十 oo 时 ,友和 三 的 性 状 如 何 ? 

1976 年 , Masiey 和 Montgomery 完全 解决 了 问题 (A)。 他们 
证 明了 ， 分 陨 域 Q@[m) 的 类 数 加 一 会 人 一 3 4, 5, 7, 8, 9, 11, 
12, 18, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 82, 38, 35, 36, 
40, 44, 外 48, 60, 84 ( 共 29 个 )、 证 明 中 综合 性 地 利用 了 代 
数 工具 和 解析 工具 ， Washingron 将 证 明 作 了 更 好 的 整 意 ， 写 成 
书 “Introduction to QOyclotomie Fields” 的 第 1 章 ， 盖 不 多 与 此 
同时 ，Masley (1976 年 ) 决 定 出 bh 性 10751 的 全 部 m1)、 如 扣 = 
2 m=39, 86;, m=3 «m28, 52, 72 等 等 、 


至 于 问题 (B), 关于 如 的 性 状 是 一 个 很 难 的 数论 问题 ， 其 困 
蕉 主要 来 自 于 很 难 求 贸 (&y) 的 基本 单位 系 , 从 而 不 知道 Regulator 
值 . 日 前 人 们 其 至 猜 不 出 好 (2 十 co 时 ) 的 发 展 规律 , Masley 猜 
想 对 <2， 但 是 1982 年 Washington 在 广义 Riemann 猜想 之 下 
证 明了 对 于 2 一 1290018777， 这 个 猜想 大 不 对 的 . 对 于 知 ， 
Kummer 有 如 下 一 个 著名 猜想 : 


历 ~2p(-2， 于 -2( 西 如 184. S ( 当 允 > 十 oo 时 ) 


Pp-—1 


这 一 猪 想 至 今 未 能 证 明 。 如 果 令 Gs 一 2p( 2s) ”， 目 前 只 能 证 


4 
明 到 下 面 的 结果 : 
2 
EE 


hi ,3 
区 证 < 可 ( 当 5<2D<523) . 
二 。 < 全 e1549 工 (lg p)s 
Lp? (lg Pp’ 9 
(对 任意 2)，( 攻 =6*%/7).…。 (*) 


从 后 的 解析 公式 和 引 理 5 我 们 知道 
_ -1 二 
hs -2p . 抱 _ (二 7 Eox(o)) 


ps 


1 


本 
-27) Rh 
从 而 Kummer 猜想 等 价 于 
x 其 a ~1 
( 当 p> 吕 时 . 这 里 x 过 了 2 个 模 p 奇 特征 ). 
对 于 CL 从 反 用 相当 深 记 的 解析 工具 ， 才 能 证 到 销 () 那 风 编 
果 、 另 一 方面 , 从 后 的 解析 公式 出 发 采用 很 初等 的 方法 ,Carlitz 


£21 
于 1961 年 证 明了 司 二 (2 一 四 ( 23) ” 、Metsinkyla 于 1974 


年 又 将 其 改进 为 厂 <<2 (到 二 世人 一切 ) ”， 作 为 本 者 的 结 划 ， 
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2 
我 们 现在 进一步 证 明 出 加 <2p ( 洒 - 各 9) ”证 明 是 初等 
的 ， 事 实 上 我 们 有 


引 理 9 设 1 是 2 模 p 的 阶 数 ( 即 满足 2 三 1(modp) 的 最 小 
正 浆 数 ) 则 


三 全 一 
2p( ior) ， 当 引 时; 
p—1 
二 汗 es 
2p( wr ) ， 当中 t 时 . 
证 明 从 解析 类 数 公式 出 发 (定理 你 


光一 个 了 一 172 
hy=2 3239 


*@| (上 D 


1 
ll |x {2) —2| x(—1)=—1| ¢&¢=1 


其 中 x 过 模 p 的 了 所 ~ 个 奇特 征 ， 先 计算 第 一 个 骤 积 ， 由 于 2 在 
(z/zZ)* 中 的 阶 数 是 也 因此 当 x 过 模 呈 的 全 部 2 一个 特征 时 ， 


rte-r2) = -ttD) 
= (2D) . 
而 2 在 商 群 (Z/9Z)*/{ 土 直 中 的 阶 为 /2 ( 当 2311 时 ) 或 者 ?( 当 
2tt 时 )， 因 此 (注意 (Z/pZ)*/{ 土 直 的 特征 群 即 是 了 3 二 个 模 p 
惕 特征 ). 


2 
C23 一 J) ， 当 2l1 时 ; 


It e-xe)-| 
7 (2:- 忆 挟 ， 当 2H 于 ， 


1)=1 
从 而 
1 (92+ 全， 当 2]L 时 : 
二 -| | 人 
GD 号 ， 当 2Ht 时 . 
对 于 (中 第 2 个 乘积 , 由 几何 平均 值 去 算术 平均 值 ,我 们 有 
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IE 
六 一 二 一 一 了 


or Pe sr 
| S: ze | bp 一 3 Y 2 
X12)= | 2 光一 开 人 ( > x XD) 站 
-2 了 
有 了 他 > * a/b) 
| 
2 ~ ， 
Dal je (a/0), 
但 是 由 特征 之 间 前 正 交 关系 易 知 
3 阁 4 二 Cmod Dp); 
1 FY pn 
es (a es 若 & 志 一 6(mod p); 
于 是 
| ‘a 1 14/(p™1) a 3% 力 一 二 力 一 六 加 D~—1 
vl pp 和 (oi ~p-1 人 A DT 
即 
(p—19y2 
pI\!: 
x(—1) = 一 | 阅 X]) <( 2 ) (3) 
将 阁 侣 和 的 式 人 入 (D， 即 知 当 2|7 时 ， 
»—1 


< p21) (与 


了 
= 2p( Boarsm) 


1) 8 
而 当 2 和 时 ; 
Bs a 
= 1 1 一 及 -1 2 一 上 
入 <2 p21) (2 一) 
1 习 和 > 
0 . 
E p(s De " I 
系 2 


31 .997158 


-— P98 — 


了 -二 
3 


征明 ”对 于 3 上 i 情形 , 由 上 述 引 理 知道 呈 <2p( 2 ) .对 
于 2 好 情形 , 如 果 2>127, 易 知 ! 11， 而 
(2 ~ 1)7 > 2 ~ 3.9996448.…,, 
因此 Sw 
Dp 一 1 -要 
nm<2p( 3 900T40.. ) 
本 + 
—2p( 81 .997155.- -) 
而 对 于 p<127 用 下 面 表格 可 以 直接 验证 公式 的 正确 性 ， 
下 面 是 对 于 p<127 的 大 和 启 值 ，( 如 果 广 义 Riemann 猎 
想 成 立 ， 可 以 证 明 对 于 每 个 素数 p< 之 163， 均 有 夺 一 1， 但 是 已 知 
hiss—=4, ) 


p 3 87111317198300137 41 49 条 中 
7 bE SS CH: ee, 

hs 111111183 8 9 8711 98115.139 4889 
p 59 61 07 71 73 79 

hs L L 1 


hy 3-59.833 41*186} 67:13739 72.79241 89,134353 5.,58.377911 


p 83 89 97 101 
hi | 3.279405653 113.118401]449 577.3457.206209 $55,101.601.18701 
4 108 107 109 

hs | 5.108:1021-17247691 8-748.9859.2886593 17.1003.9431866153 
名 118 127 

加 | 28.17-11853470598357 5:18.43.547 ,883-3073.626599 


分 萃 域 ( 及 其 子 域 ) 的 类 数 , 类群 和 单位 群 结构 , 以 及 其 他 数论 
性 质 的 研究 ,一 直 是 代数 数论 一 个 富有 成 果 的 分 支 ,并且 与 模 形 式 
理论 ,代数 几何 (特别 是 椭 贺 曲线 的 算术 理论 》, p-adic 分 析 , 代数 


长 -理论 以 及 群 表示 理论 交织 在 一 起 , 构成 当前 数学 研究 中 极为 活 
跃 的 边缘 性 领域 ， 目 前 关于 分 圆 域 的 现代 理论 己 有 两 种 好 的 参考 
书 

[11 8. Lang, Cyolotomio Fields (1978 年 ) 

Cyclotomic Ficlds II，{1980 年 )、 
[2] L. QC. Washington, Introduotion tp Cyclotomie 
Fields (1983 年 )， 
我 们 再 介绍 一 个 最 基本 结果 ， 作 为 本 节 的 结尾 . 对 于 每 个 素数 
Pp 之 83， 以 Ops 表示 分 圆 域 @(eo 中 唯一 的 好 次 循环 子 域 .对 于 
?一 2， 以 Ow 表示 人 @(tsow) 中 唯一 的 字 次 循环 子 域 .现在 设 五 是 
任意 代数 数 域 ， 令 玉 , 一 cy ( 域 的 合成 ), 于 是 我 们 有 数 域 的 扩张 
序列 ， 
py ed ond ed 


记名 为 五 。 的 类 数 , if 1 加 ( 即 cm 是 各 元 素 因 子 分 解 式 中 素 因 
子 史 的 指数 )、 基 于 和 代数 见 何 的 类 比 ， 岩 泽 健 吉 (Jwasawa) 于 
1959 年 利用 深刻 的 代数 思想 证 明了 如 下 美妙 的 公式 : 存在 着 与 % 
无 关 的 常数 jp( 直 ), hp( 下 ) 和 vo( 玉 )， 使 得 对 于 每 个 充分 大 的 %， 
均 有 

cm) = KP FAR)ntv (KR). 


事实 上 , 岩 泽 对 于 更 一 般 的 扩张 序列 证 明了 类 似 的 结果 .， 央 泽 还 
狂想 ， 对 于 每 个 数 域 区 和 每 个 素数 2 均 有 jw( 及 ) 一 0。，1978 年 ， 
兰 泽 揭 两 个 学 生 Ferrero 和 Washington 对 于 任意 的 Abel 数 域 
证 明了 这 一 狂想， 但 是 目前 还 不 清楚 这 一 蒲 想 对 于 任意 数 域 刁 
是 否 均 正确 . 进而, 尝 泽 和 他 的 另 一 个 学 生 Greenberg 猜想 , 对 
于 每 个 全 实 ( 即 41 一 [KK 多, 7s 一 上 的 数 域 下 均 有 CK) 一 0. 
《对 于 每 个 素数 jp)， 不 变量 ‰o( 五 ) 是 很 难 计算 的 ， 对 于 至 今 能够 
计算 出 (为) 的 全 实 域 区, 均 有 hp( 区 ) 一 0， 但 是 , 即使 是 对 于 二 
次 域 的 情形 人 们 也 还 不 知道 : 对 于 每 个 实 二 人 
是 否 均 有 %p(K) 一 0, 
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习 是 


求证: 
a) 如果 为 模 mm 侦 特征 , 且 x 二 xo, 则 号 xD 一 
(b》 如 果 x 为 漠 吉 奇特 征 , 则 写 xCh)logsin 二 二 0. 
. 设 攻 是 分 圆 域 @(5p) 的 子 域 (p 为 奇 素数 ), wn 一 [KE: @]， 求 证 [4(E)| 
二 pr 了， 又 著 帮 为 谨 域 , 则 |2CKR4)| ==p"/21 
，(a) 设 是 分 跟 域 @CL25) 的 二 次 子 江 (p 为 再 素数 )、 则 忌 为 实 二 次 域 
€* p=1(mod4);, 
(b) 更 一 般 地 ， 设 及 是 分 圆 域 Q(tp) 的 n 次 子 域 (p 为 奇 素数 )、 求证 
三 1(modn)， 并 且 ， 尺 为 实 域 合 p=1(mod 2n), 
. 用 二 次 域 的 类 数 解 沂 公 式 计 算 @tV3), @Q(V6), QV 一 ©, 
人 @(V 一 如) 的 类 数 . 
nn AT Kor rk) i 

”在 实 一 次 域 五 中 , 求 这 i GU [dK )|) 是 五 中 单位 
进而 ， 如 果 以 Ze 表示 单位 群 U( 玉 ) 小 出 政和 - 工 生 成 的 乘法 子 群 ， 求 
证 :bp(KR)=[DVCE):Do]. 
、 对 于 虚 二 次 域 久 一 @(V 二 人), 4>3，D=|a( 及 )|， 求证 

1 9 PD) _ 2 区 
《a) h(E) 到 万 ,oa (17 — 3k) : 万 ee 
(b) 当 一 4=1(mod 4) 时 ,h(K) <ad/4 

当 -d==2 或 者 3Cmod 4) 时 , h(EK) 必 4 /2. 
， 设 p 为 奇 素数 并 且 p==1Cmod 芒 ，g>1 为 实 二 次 域 玉 一 @CYVP) 的 基本 
单位 ， 求 证 
《a) ?= II sm 到 人/ IE si 于 为 到 中 单位 ; 
Ogb<p Wy Don 力 


一 )=~l -ee 
(hb) n=exm 或 者 ne 
(©) s>FTVE); 
人 
(6) CK) <p. 
bg 表示 9 模 p 的 最 小 非 负 测 余 ， 其 中 ;为 素数 而 g 是 模 p 的 -一 个 原 
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民 。 如 一 2， 矶 为 分 加 域 (Ls) 的 类 数 第 一 因子 ， 求 证 


hs =(2p) "DD | dot nr 计 了 一 itadocisam-ll), 
9 计算 好， 
10、 注 朋 p 二 37 为 非 正规 素数 。 


附录 A 进一步 阅读 的 参考 书 


不 少 专家 认为 , 如 果 想 学 习 代数 数论 ， 有 
了 ， 

[1] Hecke E., Vorlosungon ihor die Theorie der 
algebzraishen Zahlen. Leipzig, 1923, (生前 已 有 英 译 本 ). 

[21 Hasse H,, Klassonkirper Theorie, Merburg, 1933. 

这 两 本 书 分 别 叙 述 了 古典 代数 数论 和 类 域 论 中 其 本 而 又 站 官 
的 数学 思想 ， 此 后 ,出 现 了 不 少 采 用 局 部 化 方法 叙述 代数 数论 的 
书籍 , 而 且 记 包 括 了 更 多 葛 内 容 . 这 方面 的 书 悉 有 

[3] Samuel P,, Théorioe algébriquoe dos Dombres， 
Hermanmn Paris, 1967. (这 是 一 本 美丽 的 小 书 , 采用 纯 代 数 方 法 ， 
在 英 译本 )、 

[4] Long R. L., Algebraic Number ‘Theory, Marcel— 

Dokker, J].977. 
《本 书 前 言 中 说 :“ 作 为 一 本 入 门 书 米 说 , 很 难 比 Samuel“ 数 的 代数 
”理论 一 书写 得 更 好 ， 本 书 是 打算 接着 Samuel 书 的 末尾 再 讲 下 
去 ”， 内 容 有 赋值 理论 , 局 部 数 域 的 扩张 理论 和 解析 理论 .最 后 一 
章 讲 数 域 Galois 扩张 中 税 环 的 作用 , 是 其 他 书 中 所 没有 的 . 有 大 
量 习 晤 和 例题 , ) 

[5] Weiss E., Algubraic Number Theory, MeGraw— 
Hi 1968. (这 是 一 本 很 好 的 入 门 书 ). 

[1 Marcus, D. A., Numbor Ficlds, ee 
1977.《( 有 大 中 例题 习习 题 )、 

[71 RobeBrd 3. H., Ulahapenny FH. P., Teopns Uneex, 
*Hayzas, 1964. (1966 芋 有 英 译 本 ) (这 是 以 水 定 方 程 为 中 心 议 题 
来 讲述 代数 数论 ， 叙 述 详 尽 容 易 阅读 ， 书 末 有 许多 数据 总 ). 

[81] 石田 信 代数 四 整数 窒 ，1974. (不 用 局 部 化 方法 讲述 
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代数 数论 ， 有 大 量 例题 和 习题 ) . 

[9] Artin E., Theory of Algebraic Numbers, G6ttingen, 
1957. (这 是 名 家 著作 。 有 大 量 鲍 子 容易 阅读 )、 

[0] Hasso H., Zahlentheorie, Academic Verlag, 1949. 
《有 英 译本 . 这 是 名 家 巨著 ， 叙述 极为 详尽 ) . 

[i1] Narkiewitz W., Elementary and analytio Thoory of 
Algebraio Numbers, 华沙 ，1974. (详尽 地 叙述 了 代数 数论 ， 书 中 
特别 包含 许多 初等 的 研究 课题 。 书 末 有 极为 丰富 的 文献 目录 ,) 

同时 讲解 代数 数论 和 类 域 论 的 有 

[3] Lang 8., Algebraio Number Theory, Addison— 
Wesley, 1970. 

[i183] Janusz G., Algebraic Number Fields, Academic 
Press, 1973.《 是 为 初学 代数 数论 的 人 而 写 ， 叙 述 类 域 论 的 方式 初 
等 而 且 直 接 , ) 

{i141 Goldgtein L.J., Analytic Number Thoory, Printice~ 
Hall, 1971. (用 局 部 化 方法 讲 代 数 数论 , 用 解析 方法 讲 类 域 论 )， 

[15] Iyanaga B., The Theory of Numbers, North- 
Holland, 1975. (全面 地 介绍 了 代数 数论 和 类 域 论 .系统 地 采用 上 
同调 方法 讲述 类 域 论 , 书 末 附 有 代数 数论 的 详细 历史 ). 

[16] Weil A., Basio Number Theory, Springer, 1967. 
(利用 富有 成 效 的 Adale 方法 同时 处 理 数 域 和 函数 域 ,采用 单 代数 
方法 讲述 类 域 论 。 这 本 书 对 于 现代 数论 发 展 有 很 大 影响 ). 

讲述 类 域 论 的 经 典 文献 除了 [2] 之 外 还 有 

[173 Artin E., Tate J., Olass Field Theory, Bonjamin, 
1968. 

专门 讲述 局 部 域 理论 的 有 两 本 著名 书籍: 

[i8] Serre J.-P. Corps locaux, Hermann Paris 1962. (有 
英 译本 用 代数 方法 对 于 局 部 域 的 理论 作 了 清晰 透彻 的 请 述 .内 容 
丰富。 局 部 类 域 论 的 讲述 完全 而 充分 地 采用 了 上 同调 方法 ). 

[19] 涯 泽 健 至 局 部 类 体验 ” 崇 波 书店 1980 年 (是 学 习 局 
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部 类 域 论 的 极 好 入 门 书 。 荷兰 数学 家 Hexewinkel 于 1978 年 在 文 
合生 ,00a] ojass field theory is oasy 中 给 出 不 用 上 同调 群 讲 述 局 
部 类 域 论 的 一 种 新 构思 .本 书 将 这 种 恩 想 加 雇 发 挥 而 系统 地 介绍 
了 局 部 类 域 论 ， 中 译本 已 经 出 版 )， 

关于 代数 数论 近年 来 的 发 展 , 可 见 如 下 两 本 文集 . 

[20] Algebraic Number Theory, 由 Cassels3. 和 和 Fr5hlieh 
A. 编 , Academic Presg, 1967. (由 名 家 所 文 扼要 介绍 了 代数 数论 ， 
局 部 类 域 论 ,整体 类 域 论 等 许多 方面 的 基本 内 容 》 

[211 Algebraic Numbcr Theory， 由 Frihlich A. 编 ， 
Academic Press, 1977. 由 名 家 撰文 介绍 代数 数论 当 前 的 研究 课 
题 . 

关于 代数 数论 方面 的 文章 浩瀚 如 炬 海 . 1940~1971 年 的 数 
论文 章 均 由 LeVeque W. 收集 在 六 卷 索 引 书 Rieview in Number 
了 heory 之 中 ，1972~1985 年 的 文献 , 日 前 也 已 编辑 完毕 ( 辣 样 收 
在 Rieview in Number 了 heory 中 》. 


附录 B 关于 群 . 环 、 域 的 一 些 知识 


在 这 个 附录 中 , 我 们 简要 地 叙述 关于 群 、 环 . 域 的 一 些 基 本 概 
念 和 事实 .除了 一 个 例外 ,我 们 略 去 了 全 部 证 明 ， 这 个 例外 是 ;我 
们 在 附录 的 最 后 给 出 代数 基本 定理 (复数 域 的 代数 封闭 性 ) 的 一 个 
代数 化 的 证 明 . 


I， 有 限 生 成 和 bel 群 

设 马 是 Abel( 加 法 ) 群 ， 如 果 存 在 有 限 个 元 素 gj …,grEG， 
使 得 他 中 每 个 元 素 9 均 可 表示 成 

9 一 中 1 十 … 十 mgr， GE 也 (整数 集 含 )， (1) 

则 群生 就 叫 作 是 有 限 生成 的 ， 而 yy,，…, gr 叫 作 是 群 的 一 组 生 
成 元 素 .、 中 有 限 阶 元 素 g( 即 存在 0 二 mE Z， 使 得 wg 一 0) 叫 作 
是 扭 元 宗 . 中 全 部 扭 元 素 形 成 一 个 子 群 ， 称 作 是 G 的 挠 子 群 ， 
表示 成 Gs， 如 果 员 = (0) ,由 纪 叫 作 是 无 扭 的 ， 

如 果 弛 是 无 扭 Abel 焙 , 并 且 存 在 一 组 有 限 生 成 元 党 gi，…， 
gr, 使 得 G 中 每 个 元 素 均 可 唯一 地 表示 成 公式 (了 的 形式 , 则 称 局 
是 有 限 生成 的 自由 Abel 群 ， 换 名 话说， 有 有限 生成 自由 Abal 群 G 
是 它 的 个子 群 Zg= faglnE ZL<s<y) 的 直 和 : 

G = ZPDZgsD…DZg.. 

”这 时 , gy, …, gr 称 作 是 自由 Abel 群 避 欧 一 组 基 ， 而 7 叫 作 是 自 
由 Apbel 群 8 的 秩 , 表示 成 rank G. 

(1 (有限 生成 Abel 群 结构 定理 ) 

(a) 阁 他 为 4% 阶 有 限 和 Abel 群 ,nw 一 pP…p8, 其 中 类 ,…, Ps 是 
s 个 不 同 的 素数 ，ow 之 1l。 则 如 为 它 的 8 个 Bylow 子 群 G(< 
<s) 的 直 和 .G4G=@@… 旬 Gi, |G| 一 好 (本 is 和 人 

(b) 每 个 有 限 生成 Abel 群 引 均 可 表示 成 直 和 他 = GDG， 
其 中 人 中 是 他 的 扭 子 群 (为 有 限 群 )， 而 Gy 是 的 有 限 生成 自由 
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Abei 子 群 … 

(0) 有 限 生成 自由 Abel 群 的 每 个 子 群 卫 也 是 有 限 生 成 
自由 Abel 群 , 并 且 m 一 rank 总 和 rank 人 = 一。 进而 , 我们 可 以 找 
到 人 f 的 一 组 基 gy,…, gr, 使 得 

G= XD…DLg,, H- Zh9 DO Zrgr, 
其 中 @ 关 0(67) ,并 且 而 19s|…1. 


1I. 环 的 理想 特性 和 元 过 特性 

本 书 中 的 环 均 指 带 工 交换 环 ， 设 8 是 环 如 的 一 个 子 集合 , 定 

妇 . 
SR={writ tar | GES, rE R, n>1}, 
这 是 环 召 的 理想 , 币 且 是 环 召 中 包含 集合 8 的 最 小 理想 , 称 作 是 
由 集合 驴 生 成 的 理想 ， 如 果 如 ={al, …，aj 是 吾 的 有 限 子 集合 ， 
则 5 也 记 作 (&, 4s，…，as) ,并 且 称 作 是 有 限 生成 的 理想 . 特别 
当 上 5 一 {@} 时 ，(@) 一 4B 叫 作 是 环 召 的 主 理想 ， 车 环 玉 的 每 个 理 
想 虱 是 主 理想 , 则 称 总 为 主 理想 环 . 

设 I1, Ta ~…, Ts 均 是 环 情 的 理想 ， 定 义 

十 To 十 了 二 {十 Ga 十 … 十 qs | 05€ 了 
这 也 是 环 B 的 理想 ， 叫 作 是 理想 I， Ts，…, I 之 和 ， 例如 由 集 
会 {my …, qn} 生成 的 理想 即 是 (ar) + (as) 十 … 十 (4%) 一 -0B 十 gsR 
十 … 十 % 如 ， 如 果 T+Is= (1)=E, 则 称 理 想 和 了 2 互 素 。 

环 妃 中 元 兹 & 叫 作 是 总 中 的 于 因子 ， 如 果 at#0 并 且 存 在 
0 关 DE 避 ,使 得 8 一 0、 没有 零 因 子 的 ( 带 工交 换 ) 环 叫 作 是 整 环 . 
如 果 整 环 如 同时 是 主 理想 环 , 则 称 D 为 主 理想 上 整 环 ， 每 个 整 环 DD 
均 可 迭 在 - -个 域 中 ， ER 
决定 的 , 称 作 是 整 环 九 的 商 域 . 

环 如 中 的 乘法 可 道 元 叫 作 是 召 中 的 单位 ， 环 EB 中 全 部 单位 
形成 乘法 群 ， 导 的 单位 群 , 表示 成 (BD， 当 | 且 | 守 2 并 
且 UCR) 一 请 一 {0} = RX 时 ,有 BR 就 叫 作 是 域 . 

个 理 炉 .pb 隆 情 ， 称 上 是 环 且 的 寄 型 祖 ， 
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指 .45Ep, w， 5E B->ochp 或 者 5Ep， 称 b 是 环 只 的 极 大 理想 ， 
是 指 ; 斑 中 不 存在 理想 了 ,使 得 ?年 IT 鲍 R. 我 们 有 : 

(2) 《a) 呈 为 环卫 的 素 理 想 全 瑟 / 为 整 环 ; 

(bh) bp 为 环 至 的 极 大 理想 > BR/p 为 域 . 

由 于 域 均 是 整 环 , 从 而 极 大 理想 均 是 素 理想 ， 利 用 Zorn 引 理 
可 以 证 明 . 任意 ( 带 1 交换 ) 环 中 至 少 存在 一 个 极 大 理想 ,从 而 也 至 
少 存在 一 个 素 理 想 . 

(8) (中国 剩余 定理 ) 设 五 , Ts,，…， 了 是 环 BB 中 两 两 孔 素 
的 理想 , 则 有 环 的 自然 同 构 

ER/TNIsN -RN I, R/ODR/ID.…OB/T,. 


a(mod 站 Ie) (mod 12), a(mod Is), .…, (mod 1,)). 


设 只 为 环 . 6, bE 马 , a 二 0. 如 果 存 在 wRR, 使 得 az 一 2 我们 
称 & 整除 5, 表示 成 ia|t. 这 时 a 员 作 是 5 的 因子 ,而 3 岂 作 是 & 的 
悦 元 如果 不 存在 满足 上 述 条 件 的 xz， 则 称 a 不 能 整除 5, 表示 成 
wfb. 设 4, 5E BR 一 BB 一 {0}， 如 果 al5 同时 Bl 则 元 素 4a 和 5 
叫 作 是 相 翌 的 ,表示 成 4~bp、 当 且 是 整 环 时 , ~ 是 如 上 的 等 价 关 
系 . 这 是 因为 : a~8 *S 4 和 8 相差 一 个 单位 因子 . 

假设 ww 5, o€ R", abc, 并 且 8 和 <。 均 不 是 马 中 单位 ( 即 电 
和 6 均 不 与 < 相伴 ), 则 5( 和 0) 开 作 是 a 的 真 因子 ，R" 中 元 素 & 
叫 作 是 环 如 的 不 可 约 元 素 ,如果 a 皇 U(R) 并 且 4 没 有 真 因 子 . 环 
台中 这 些 元 衰 特性 与 其 理想 特性 的 联系 是 ， 

(4) lb (DE a~b eo (0) = (0); 

uvEVUBR) SUu~ITpS YW) = Or 对 于 每 个 +E BR). 

整 环 及 斑 作 是 唯一 因子 分 解 整 环 ( 简 记 作 UFD), 是 指 

(i) (分 解 的 存在 性 ) 每 个 非 零 非 音 位 元 素 4a€ BR 均 可 写成 
如 中 有 限 个 不 可 约 元 素 之 积 ， 

下) (分 解 的 唯一 性 ) 如 果 一 ceo 一 中 do 是 元 素 & 的 两 
个 分 解 式 , 其 中 oo 十 均 是 吾 中 的 不 可 约 元 素 , 则 % 二 m, 并 且 存 在 
集合 财 2 …, wm} 上 的 一 个 置换 c, 使 得 ce 一 esS 倍 . 
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(5) 主 理想 整 环 均 是 UFD、 车 万 为 域 , 则 多 项 式 环 了 [Izl1 是 
主 理想 整 环 , 从 而 也 是 UFD. 
《6) (Gausg). 车 避 是 UFD， 则 多 项 式 环 BE2] (从 而 五 [wy， 
> 看) 也 是 UED. 
设 z 和 6 如 是 环 咏 中 两 个 非 零 元 素 .dE 加 作 是 zz 和 5 的 最 
大 公 因 子 ( 表 示 成 ca, 8))， 如 果 ，() gja 并且 G18，( 让 车 el|w 
8|5, 8B, 则 eld. 类 似 地 可 以 定义 & 和 5 的 最 小 公 倍 元 . (表示 成 
fg, 83)。， 以 及 多 个 元 素 的 最 大 公 因 子 (wr，wz，…, 0 和 和 最 小 公信 
元 [et co， …， 6@,] ， 如果 4 一 (6, 5), 则 与 9 相伴 的 每 个 元 案 均 是 
4 和 5 的 最 大 公 因 子 . 对 于 最 小 公 倍 元 也 有 类 似 的 结论 ， 如 果 及 
是 UEP， 则 任意 妈 个 非 零 元 索 m，…，wn 均 有 最 大 公 因 子 和 最 小 
公信 元 、 而 当 如 是 主 理想 整 坏 时 ,我 们 有 ， 国 
《ad) 十 (Ga) 十 和 十 (oo) = (C81, 0) 
《由 元 于 (xi，…，qu) 生 成 的 主 理想 )， 
《aa 站 (go 门下 (or = (ar, ~%, 1). 
《7) 《了 isenstein 不 可 约 判 别 法 ). 设 了 为 UFD, 万 是 也 的 


商 域 . 有 (2) 一 总 oeiE D[z]。degf (多项式 f(z) 的 次 数 ) 之 1 了 


是 .D 中 一 个 不 可 约 元 素 . 并 生 ptas, pla(0<i<n— 人，p*tao, 
则 

(a) f(s) 是 了 F(z) 中 的 不 可 约 元 素 ， 进 而 ， 

(hb) 如 时 在 必 中 还 有 (@o, ty …, om) 二 1, 则 了 (wz) 也 是 D[s] 
中 的 不 可 约 元 素 . 


III. 域 的 扩张 , 域 的 颁 罗 华 理 论 
设 五 和 五 的 为 域 ， 如 果 五 是 妨 的 子 域 , 则 称 丈 是 开 的 护 
域 或 ( 域 的 ) 扩 张 ,并 月 常常 把 这 样 一 对 域 客 示 成 FP/K. 

设 如 是 域 而 子 是 下 的 一 个 子 集合 。 则 也 中 包含 政 的 最 小 
子 域 叫 作 是 五 中 由 集合 储 生 成 的 子 域 ， 如 果 芭 是 五 的 子 域 而 
X 是 马 移 子 集合 , 则 也 中 由 集合 区 U 下 生成 的 子 域 也 叫 作 是 下 
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在 域 下 上 生成 的 域 , 并且 表示 成 尺 (下) ,而 由 集合 及 U 邓 生成 的 
子 环 表示 成 互 [全 ]. 如果 三 一 fo …, }， 则 下 ( 于 ) 和 下 [ 广 ] 
也 分 别 囊 示 成 及 G4, …, 1) 和 眉 twy,，…', vn]， 并 且 称 域 Kew， 
…, tw) 是 五 的 有 限 生成 扩张 . 特别 当 w=1 时 ， 域 区 ) 叫 作 
是 域 下 的 单 扩张 即时 工程 关 均 是 城 了 的 子 域 ,我 们 将 五 中 由 
UML 生成 的 子 域 叫 作 吓 域 荆 和 性 的 合成 ,并 且 表 示 成 LM. 于 
是 工 半 一 D(H) -于 (全 ) = 用 LDL， 类 似 地 可 以 定义 多 个 域 的 合成 
设 如 /天 是 域 的 扩张 ， 则 玉 是 域 久 上 的 向 量 空间 .我 们 以 
[F: 尺 ] 表 示 向 量 空间 在 KK 上 的 维 数 ， 并 且 称 作 是 扩张 ?/K 
的 次 数 . . 当 [ 三 :天 1 有 限时 , 称 了 /到 为 有 限 ( 次 ) 扩 张 ， 否则 器 作 
是 无 根 ( 次 ?扩张 . 
(8) 设 改 /五 和 瑟 / 五 均 是 域 的 扩张 , 则 
| [PF:EKR]=[F:EI[E:EK]. 
(9) 设 五 为 五 的 扩 域 . wwEF, 下 GFP， 则 
(i) K[w]~={f (0 [Ff (2) EK [Le]}, | 
K [es oo, ml = {f Gly, Wm) |f Cas, 1 oo) 
EEK[, ~, tl}, 
F(X)={f a, , Ur) | fm, ,oo) 
EK [om, eo, on], Wi ET , nl}; 
Cy K QD ={fa 90 | fm), g(r) ERK[2T, yt) #0), 
Ka tn) {fl /9 | 
Fo Wn), OPE, ,nn) 
EK [oi, ve, tn], 9, on) 天 0j， 
下 (了 {fl ,un) /gl ya |f, 
gE K fo, -7, Zn], 9 ) 天 0，， 
1 }，; 
Ci) 对 于 每 个 元 素 2E 瑟 [ 王 ] (或 下 (全))， 均 有 于 的 有 限 
子 集合 人 ,使 得 GE 大 [证 (或 下 ( 信 个}. 
设 & 为 域 玉 中 元 素 , jz) 了 [2]， 如 内 J(o)==0, 称 a 为 多 
项 式 了 (2) 的 根 . 根据 余数 定理 ， 这 等 价 于 在 多 项 式 环 [wo] 中 


(2 一 Qa) jf (2). 设 m 为 正 整 数 使 得 (zz 一 四 ”je (vm 
f (2)，m 叫 作 是 根 a 的 重 数 ， 当 mm>2 时 ,a 叫 作 是 a 的 重 根 . 
加 果 加 一 划 a 吕 l 作 是 了 ( 力 的 单 根 . 

对 于 7 Go) 一 也 ow1E 了 [2]， 我们 将 多 项 式 

f" (8) = 四 doiw™1€ 和 [gj] 

是 作 是 fo 的 形式 微 商 . 

(10) 设 五 为 域 ,f(z) EF[e], degf 一 %. 

(a) f(z) 在 域 五 中 根 的 个 数 ( 重 根 按 重 数 计算 ) 至 多 为 中 

(b) f(z) 在 五 的 菜 个 扩 域 中 有 重 根 <>(f, 了 ) 关 1. 

(e) 如 果 了 (2) 是 下 [0] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 则 当 万 为 特征 堆 
域 时 ,了 (zw) 没有 重 根 ， 而 当 卫 为 特征 p(%p 为 素数 ) 域 时 , f(z) 在 了 
的 某 个 扩 域 中 有 重 根 的 充 要 条 件 是 它 为 wr? 的 多 项 式 , 即 存 在 g(2) 
EF[w], 使 得 f (wm) 一 g (2?). 

设 是 玉 的 扩 威 . 元素 wE 也 叫 作 是 玉 上 的 代数 元 素 , 是 
指 存 在 某 个 非 零 多 项 式 f(z)E 了 [2], 使 得 了 (w) 一 0， 反 之 , 如果 
不 是 区 [2] 中 任何 非 零 多 项 式 的 根 ， 则 称 % 是 及 上 的 超越 元 素 . 
如 果 中 每 个 元 素 均 是 玉 上 的 代数 元 素 , 则 称 了 是 下 的 代数 扩 
张 ， 反 之 , 如 果 屯 中 至 少 有 一 个 元 素 在 KK 上 是 超越 的 , 则 称 书 是 
KK 的 超越 扩张 . ”| 

域 及 上 的 多 项 式 环 玉 [wm …, mw] 是 整 环 . 它 的 商 域 玉 
(zi zs) 昌 作 是 域 上 关于 未 定 元 wy, …, 2, 的 有 理 孟 数 域 ， 

(11) 设 万 为 的 扩 域 ,w€ 也 是 及 上 的 超越 元 素 ， 则 

(a) 存在 域 的 同 构 0; (2) 仿 K (w)， 使 得 o 在 太 上 的 限制 
ol|z 是 域 区 的 恒 等 自 同 构 . 
(bp) 到 (w) /KK 是 无 限 ( 超 越 ) 扩 张 . 

(12) 设 也 为 了 的 扩 域 ,wE 了 是 玉 上 的 代数 元 素 ， 则 

(a) EK (WwW =K[ul; 

(b) 到 Iw] 中 存在 唯一 的 不 可 约 首 1( 即 最 高 项 系数 是 1) 的 多 
项 式 了 (z) EK[z]，(deg 一 % 之 1), 使 得 fw) 一 0, 并 且 
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K(w) KIc/ (f(D)). 

(0) [KG :KJ=n， 并 且 入 ，w，t2,，…， 仇 耻 是 向 量 空间 
五 (的 一 组 玉 - 基 ， 

(d) KKQD/K 是 (有 有限) 代数 扩张 ， 

注 记 。 (a) (1 多 中 所 述 的 多 项 式 Fo 叫 作 是 代数 元 素 必 在 
咸 K 上 的 极 小 和 多项式， 这 蚌 因 为 它 有 如 下 的 性 质 ， 人 了 oo) 一 0 
Ci) ge) EK [2], go) —0=> f (2) [glo). 

(b) 令 degf=%=[K(w) :KK1. 我 们 也 称 和 是 KK 上 的 7 次 代 
数 元 素 。(12) 过 明 ， 这 时 域外 (w) 中 每 个 元 素 均 可 唯一 地 表示 成 
如 下 形式 ; go 二 a 车 -10 友 、 

(18) 设 区 为 域 ,f(w) 是 下 Lz1 中 任 一 多 项 式 , deg f 之 1, 则 存 
在 下 的 单 扩 张 了 一 (w), 使 得 fw 一 0. 进而 ,， 如果/(w) 是 
五 [z] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 吾 :一 下 GD 是 下 的 另 一 个 单 扩 
张 ,使 得 fw 一 0, 则 在 在 域 的 同 构 5: 防 F 使 得 ct 一 三 ， 状 
县 elz 是 域 六 的 恒 等 自 辐 构 . 

注 记 我 们 将 (18) 中 的 域 (ww 称 作 是 将 f(z) 的 根 忆 添加 到 
攻 上 而 得 到 的 域 ， 如 时 作 多 次 的 添加 ， 我 们 就 可 找到 天 的 某 个 


扩 域 型 , 使 得 .wo) 的 全 部 根 都 在 型 中 , 即 了) 在 对 [2] 中 分 解 成 


一 些 一 次 多 项 式 的 乘积 。 五 的 满足 这 种 性 质 的 最 小 扩 域 是 作 是 
Fo 在 五 二 的 分 裂 域 . 换 句 话说 ， 域 歼 思 作 是 多 项 式 关 oo)E 
乒 [在 天 上 的 分 裂 域 ,是 指 ; 
《7 (00) (一 oj (we 一品 ) mE M, n~— deg 
(ii) 百 一 区 (oad，os， “On), 
了 (DD) 在 K 上 的 枉 意 两 个 分 裂 域 是 彼此 辣 构 的 . 
设 五 是 域 ， 如果 每 个 在 天上 代数 的 元 素 均 属于 不 , 则 称 长 
是 代数 封闭 域 ， 例 如 , 我 们 在 本 附录 的 最 后 要 证 明 复数 域 C 是 代 
数 掺 闭 域 。 对 于 任意 域 天, 设 9 是 将 在 玉 上 代数 的 全 部 元 素 添 
加 到 五 上 而 得 到 的 域 ,网 介 是 代数 封闭 域 ,8 出 作 是 瑾 严 的 代数 
闲 包 ，Q 的 代数 封闭 性 是 基于 ， 
(1 和 (a) 车 多 是 了 上 的 代数 元 素 而 了 /KK 是 域 的 代数 扩张 ， 
22— 
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则 立 也 是 下 上 的 代数 元 素 . 

(pb) 若 召 /到 ， 形 /五 均 是 域 的 代数 扩张 ， 则 了 /下 也 是 代数 
扩张 ， 

有 理 数 域名 的 有 限 ( 次 ) 扩 域 ( 从 而 是 代数 扩张 ) 王 叫 作 是 代 
数 数 域 , 简称 作 数 域 .。 这 是 代数 数论 的 基本 研究 对 象 ， 由 于 复数 
域 是 @ 的 代数 封闭 扩 域 ,我 们 可 以 将 所 有 的 数 域 均 看 成 是 CC 的 
子 域 . 现在 叙述 教 域 的 匣 罗 华 扩 张 理论 ， 

数 堪 玉 到 蕊 中 的 每 个 单 同 态 也 汕 作 是 下 到 《中 的 嵌入 . 设 
了 /五 是 数 域 的 扩张 ,o: 五 > 为 甬 入 ， 如果 可 ( 开 ) 一 下 并 且 c|x 
是 域 五 的 便 等 自 同 构 ， 则 称 为 开 到 & 中 的 一 个 五- 嵌入， 类 
似 地 , 设 2/ 玫 ,也 /五 艾 是 数 域 的 扩张 、 如 果 ac: .i 仿 Ls 是 域 同 
构 并 且 ox 是 域 KK 的 恒 等 自 同 构 ， 则 称 吕 是 五 - 同 构 ， 特别 当 
心 一 La 一 了 时 , 则 称 c 为 到 的 五 - 自 同 构 ， 卫 的 全 部 羽 - 自 同 构 全 
体 显然 形成 群 , 叫 作 是 扩张 L/ KK 的 伽 罗 华 群 ,表示 成 Gal(Z/ 天 )， 
(注意 对 于 o, 7E Gal(L/K), 定 义 or 为 ; oT(@) 一 o (7 (0@)),6E 
工 ) .可 以 证 明 |Gall(L/K)|<<[L:K]. 

设 /EK 是 数 域 的 扩张 ，o: ZL->C 为 一 个 及 -嵌入 .对 于 
aE ro)Ece 叫 作 是 元 素 5 的 五 - 共 弧 元 素 . 设 f(2)&K[2] 
是 元 素 “ 在 五 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 Jo 在 和 中 前 全 部 根 怡 好 是 
& 的 全 部 五 - 共 斩 元 素 . 类 似 地 ,c (也 ) 叫 作 是 域 互 的 下 - 共 斩 域 . 

数 域 扩张 2/K 叫 作 是 徊 罗 华 扩张 (或 叫 正规 扩张 )， 如 果 工 
是 KK- 自 共 示 域 ， 也 就 是 说 ， 如 果 对 于 每 个 玉 - 典 入 og， 工人 C, 均 
有 o(D=L. 

(416) 设 L/K 是 数 域 的 扩张 、 则 以 下 几 条 被 此 等 价 

(a) 也/ 五 是 伽 罗 华 扩张 ; 

(bh) 对 于 工 中 每 个 元 素 & 和 每 个 羽 - 内 入 ac: 工 一 CE， 均 有 
ogo) EL, 

(e) 工 是 某 个 多 项 式 (w) E KK[o] 在 上 的 分 列 域 

人 [Gal(L/E)|= IL:K]. 

设 /KK 是 数 域 的 彻 罗 华 扩张 ， 则 对 于 fF/K 的 每 个 中 间 域 
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村，KR CMECF,， F/M 也 是 倪 罗 华 扩张 并 且 Gal(F/ 对 ) 是 
Gal( 了 F/ 玉 ) 的 子 群 ， 另 一 方面 ,对 于 Gal(F/EK) 的 每 个 子 群 及, 令 
Fix(H)}~{aE Fla(a ~a, VeoE H}, 

这 是 /下 的 中 间 域 , 叫 作 是 五 的 下- 固定 子 域 . 
《16) 〈 合 罗 华 扩张 基本 定理 ). 设 王 /五 是 数 域 的 向 罗 华 扩 ， 
张 ， 以 对 表示 如 /下 的 全 部 中 间 域 所 组 成 的 集合 ， 以 岛 表 未 
Gal{ 王 /五 ) 的 全 部 子 群 组 成 的 集合 ， 定义 映射 
pp: WM—>G, gM) =Gal(F/M); 
. v3, lH)=Fix(H). 
贴 
(a》 对 于 每 个 凌 E 吏 , jp (2) 一 Ai 对 于 每 个 
HEG, vw H)=H., 
从 而 pp 和 串 给 思 集 人 滞 观 与 久之 间 的 一 一 对 应 ,并 且 p== 业 
(b) 设 五 1 HsE€ 入， 对， 如 2 毛 吏 ， 则 
HHs 伶 VHD Ev(H2); 
MM < pM Co NM,). 
gp(MMi 2) = 由 p( 及 DD) 和 gp( 寻 2) 生成 的 群 ， 
pa) =g MI) No MS,). 
(0) 设 及 EE 味 , 则 用 /KK 为 做 罗 华 扩张 人 pM) 一 Gal(P/M) 
是 Gal(F/K) 的 正规 子 群 .。 并且 在 这 个 时 候 ， 
Gal(M/K)Gal(F/ERK)/Gal(F/M), 


IV. 有 限 域 

(17) “(a》 每 个 有 限 域 也 均 是 轨 元 域 ， 其 中 mn 之 1，p 为 素数 
并 且 P 是 域 万 的 特征 . 也 有 一 个 2p 元 子 域 已 ,并 且 玉 /FF 是 次 
扩张 . 

(b) 六 元 域 F 的 加 法 群 是 个 吕 阶 循环 群 的 直 和 . 而 做 上 = 
下 一 {0} 是 9 一 4 阶 习 法 循环 群 、 设 妈 是 冬 法 循环 群 Fr 的 一 个 生 
成 元 , 则 了 ={0, 了 二， 一 巨 p(w)， 队 而 /所 是 单 扩 
张 . , 8 
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《ce) 固定 已 ,的 一 个 代数 闭 包 92。 并且 设 王 EEC， 野史 元 域 
五 即 是 多 项 式 xz” 一 2E€ Py[z] 在 Fo。 上 的 分 裂 域 ， 因 此 对 于 每 个 正 
整数 mw， 25 中 均 存 在 唯一 的 路 元 子 域 . 

(dj 阶 数 相同 的 两 个 有 跟 域 彼 屁 同 构 . 

(6) 设 五 为 他 元 域 , 则 映射 ce: 了 -> 了 ,gpl0) 一 of (aE 五 ) 是 
域 天 的 nw 阶 特 同 构 ， 称 作 是 域 五 的 了 robenins 自 同 构 ， 并且 忆 
的 自 同 构 群 Aut( 王 ) 即 基 由 og 生成 的 2 阶 循环 群 . 

GD) 我 们 以 Fu 表示 g 元 域 ( 它 不 计 同 构 是 唯一 的 ) , 设 FFpn, 玫 。 
CQo， 则 BEEw<>m oa、 并 且 在 这 个 时 候 , Fy 的 民 o 一 自 同 构 群 
Gal (Fp, /Fyn) = {cE AntPy| O00) =a, 对 每 个 aEFpn} 是 由 o? 生 
成 的 wm 阶 循环 群 ， 我 们 将 cz Pr 一 忆 Epn, oF (on 一 or” (a€E Fpn) 
称 作 是 扩张 Fy/Fos 的 Frobenius 自 同 榴 . 另 一 方面 ， 对 于 
Gal (Fpn/FPy) 一 《co| o 一 1 中 唯一 的 wp 阶 循环 子 群 cg8>， 它 的 
固定 子 域 恰 好 是 下 ow, 即 Fo {aE Po|cg(oa) 一 只 


VV 代数 基本 定理 ， 

(18) 复数 域 是 代数 封 间 域 z 

这 相当 于 说 ， 每 个 复 系数 多 项 式 fo) (deg f(z) -nm 也 必 有 
复 根 .并且 熟 知 它 也 等 价 于 ,次 复 系数 多 项 式 恰好 有 n 个 复 根 
(计算 重 数 ). 

有 人 统计 , 代数 基本 定 更 共有 近 两 百 个 证 明 ， 更 有 者 的 是 ,所 
有 的 证 明 都 要 利用 数学 分 析 中 的 某 些 事实 ， 我 们 这 里 所 介绍 的 一 
个 证 明 也 不 例外 ， 因 为 我 们 要 利用 

引 理 1 每 个 奇 次 实 系数 多 项 式 必 有 实 根 . 

大 家 知道 , 这 一 事实 从 连续 函数 的 中 值 定理 得 出 ,此 外 我 们 还 
待机 (与 数学 分 析 无 头 的) 

引 理 8 复 系数 2 次 多 项 式 的 根 均 是 复 根 、 

证 明 设 了 (0) 是 复 系 数 2 次 多 项 式 ， 不妨 设 它 是 首 1 的 , 即 
f(0) -etovtpB, a BEC， 由 于 J 四 一 (e+ 各) + 8 一半， 


我 们 只 需 证 明 每 个 多 项 式 g(2) 一 2 一 YL(YEC) 的 根 均 是 复 根 即 
训令 Y=6, 8, bERR， 取 


/ /a 02 十 02 一 
+( A CET TEEPE 2 =) ) 车 b>0. 
ee NEE 若 5<0 


直接 验证 即 知 wo 和 专 是 g(z) 一 2 一 7 的 两 个 复 根 ， 有 

引 理 8 每 个 次 数 之 1 的 实 系数 多 项 式 g(w) 必 有 复 根 .、 

证 明 设 glz)ER[z],，degg(2)=d>1. 令 d~=2g, 2tg,% 
源 0。 我们 对 % 作 数 学 归纳 法 。 如 果 % 二 0, 则 ge) 为 奇 次 实 系数 
多 项 式 . 由 引 理 工 可 知 它 有 复 根 .下 设 %==mo 之 1, 并 且 对 于 nw 出 
ro 小 的 情形 引 理 3 成 立 ， 令 各, …', m4 为 gl%) 在 民 的 适当 的 扩 
域 中 的 全 部 根 ， 我 们 的 目的 是 证 了 明 必 有 某 个 EC， 

为 证 此 , 取 任 意 一 个 实数 c， 令 

y= mern (leo<IEd). 


一 共有 于 CC 十 了 一 2 (十 也 个 gu， 又 令 
GD= I Cy) 


1<1ef<d 
a CA Va) "+ Jn V1, "7, Da), 
m= 2 1g(adt1), 

不 难看 出 ， 每 个 gs(%1,，…, za) 均 是 各 , …, m4 的 实 系 数 对 称 多 
项 苇 ， 从 而 %(m …, a) 毛 民 [gi,…*, ga]， 其 中 ci …, og 为 
避 ,"…; Va 的 初等 对 称 多 项 式 . 但 是 9(%)=22 一 oi1 寺 Ga? 一 -… 十 
《一 ])sgaE 民 [2]， 从 而 01，，…，ce€ 民 于 是 0， a) ER 
(I<o<m)，。 从 而 全 () RIzj、 由 于 ww 守 1, 从 而 2|4 一 2"qg, 于 是 
21+(d+1)g 而 deg G (2) 一 >tg(g 十 1)。 由 归纳 假设 便 知 全 (zw) 有 
复 根 mw， 换 名 话说 ,我们 有 5 和 Fe) ( 均 与 c 有 关 ), 使 得 

grosro 一 oo 十 Za 十 porxo2io 一 加 E 亿 。 
由 于 指标 集合 {(G2, 力 } 是 有 限 的 ， 而 实数 可 任意 选取 ,从 而 必然 
有 60 天 0, 0, 0'&E 民 ,使 得 0) 一 0， j(0) jc)。 令 它们 分 别 为 


%0， 氏 二 


”和 s, 于 是 得 到 
二 B60 一 入 人 十 十 0W06 一 Zw 所 他 ， 

由 此 及 cze，o，eE 民 可 知 必 mmEC，omEC， 于 是 io 一 
2 一 (2 十 iFwwm Cir]， 根据 引 理 2 ，#%to) 的 两 个 根 必 和 mm 
均 是 复 根 , 这 就 证 明了 存在 某 个 5L<5<d) ,使 得 %;EC. 国 

最 后 我 们 来 证 代数 基本 定理 , 设 /(w) - 袜 cotEc[m，adeg 
>1， 记 了 (w) ~ 名 cal， 其 中 己 天 示 c 的 共 亏 复数 ， 令 g(%) 一 
f(z)f(z), 易 知 g(z)€ 民 [wm]. 根据 引 理 3, 存 在 a€E 使 得 Xo) 一 0， 
于 是 a 为 了 () 或 者 7 了 (z) 的 根 、 如 果 f (0) 一 0 则 证 毕 ， 如 果 了 (0) 
一 0, 则 复数 4 就 是 了 (w) 的 根 ， 这 就 证 明了 代数 基本 定理 . 加 
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